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1. Einleitung

Eure Rede aber sei: Ja, ja; nein, nein. 
Was darüber ist, das ist vom Übel 

(Mt 5, 37)

Im Jahr 1968 verabschiedete die Kultusministerkonferenz ihre „Empfehlungen und 
Richtlinien zur Modernisierung des Mathematikunterrichts“, die einen Paradigmen-
wechsel in der deutschen Schulmathematik markieren. Die schulische Mathematik 
sollte wissenschaftlicher und an den Prinzipien der Mengenlehre und Aussagenlogik 
ausgerichtet werden. Seit Anfang der 1970er Jahre wurde die „neue Mathematik“ in 
den Lehrplänen der Länder umgesetzt und erst seit den späten 1980er und den 1990er 
Jahren nahm man Schritt für Schritt von dieser Ausrichtung wieder Abstand, um sich 
nach dem „Pisa-Schock“ dann ganz von ihr zu verabschieden.1

Wahrheitstafeln, Junktoren, Quantoren kommen in der aktuellen Schulmathema-
tik nicht mehr vor. Vergleicht man heutige Schulbücher mit denen von vor dreißig 
Jahren, stellt man fest, dass der Anwendungsbezug stark zugenommen hat, dass An-
schaulichkeit, Lebensweltbezogenheit und berufliche Anwendbarkeit die zentralen Be-
zugspunkte sind. Im derzeit gültigen baden-württembergischen Bildungsplan für das 
Gymnasium heißt es:

Zentrale Aufgabe von Schule ist es, den Schülerinnen und Schülern zu er-
möglichen, ihre Rolle in der gegenwärtigen und zukünftigen Welt zu fin-
den. Diese Aufgabe umfasst zwei wesentliche Bereiche. Einerseits muss 
Schule die Schülerinnen und Schüler befähigen, Phänomene ihrer unmit-
telbaren Lebenswelt zu verstehen und damit ihren Alltag aktiv gestalten zu 
können sowie geistige Orientierung und Urteilsfähigkeit zu entwickeln, die 
für eine aktive Teilnahme am kulturellen und demokratischen Leben ei-
ner Gesellschaft unerlässlich sind. Andererseits muss Schule langfristig auf 
eine spätere Berufsausübung beziehungsweise auf eine Berufsausbildung 
oder ein Studium vorbereiten.2

Für die Realschule stellt der baden-württembergische Bildungsplan fest:

Mathematik ist eine Sprache, die Strukturen erfasst und darstellt. Sie bietet 
die Möglichkeit, Gegebenheiten der Realität zu beschreiben. Unerlässliche 
Grundlagen hierfür sind das Verständnis des Verhältnisses der Mathema-
tik zur natürlichen Sprache sowie die Fähigkeit, formale und symbolische 
Sprache zu dekodieren und zu interpretieren. Fachkompetenz und Sprach-

1 Vgl. Vollrath / Weigand: Algebra in der Sekundarstufe (2007), S. 8–13: Zur historischen Ent-
wicklung des Algebraunterrichts; Weigand et al.: Didaktik der Geometrie für die Sekundarstufe I 
(2009), S. 13 f.; Vogel: Mathematisieren funktionaler Zusammenhänge mit multimediabasierter 
Supplanation (2006), S. 7–18: Mathematisches und fachintegratives Lernen.

2 Bildungsplan 2004. Allgemein bildendes Gymnasium (Baden-Württemberg), S. 92.
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kompetenz können darauf aufbauend durch bilinguales Lernen gefördert 
werden.3

Charakteristisch für den Paradigmenwechsel ist etwa die heutige Einführung der re-
ellen Zahlen. Über sie heißt es schlicht: „Neben den abbrechenden und periodischen 
gibt es noch andere Dezimalzahlen. Für diese ‚neuen‘ Zahlen gilt: 1. Sie haben unend-
lich viele Stellen hinter dem Komma aber keine Periode. [...]“4. Der berühmte Beweis, 
dass die Wurzel aus 2 keine rationale Zahl ist und der bis zur vorigen Schulbuchgene-
ration noch das Kapitel über reelle Zahlen eröffnete, findet sich nun in einer Vertie-
fungsaufgabe unter der Überschrift: „Tobias findet in einem Mathematikbuch diese 
Überlegungen“.5

Kenntnisse der Logik werden heute nicht mehr explizit erworben, sondern implizit. 
Die Aufgabenstellung: „Entscheide, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind“ 
gilt als beantwortbar, weil die Begriffe „wahr“ und „falsch“ als bekannt vorausgesetzt 
werden.

1.1 Fragestellung

Mit den 2004 in Kraft getretenene Bildungsplänen veränderte sich die Bedeutung der 
Logik im Mathematikunterricht der Sekundarstufe grundlegend. Fortan standen und 
stehen folgende Kompetenzbereiche im Vordergrund:

•	Lernen – Begründen – Problemlösen – Kommunizieren (Gymnasium)6

•	Mathematik als Sprache – Erkennen komplexer Zusammenhänge und Wechselwir-
kungen – Problemlösen – Argumentieren und Begründen (Realschule)7

•	Anwendung von Mathematik in verschiedenen Situationen – Einblick in die Denk-
weise der Mathematik – Ordnen und Beurteilen (Hauptschule, Werkrealschule)8

In Gymnasium und Realschule wird das Begründen explizit als Kompetenzbereich 
ausgewiesen. Für das Gymnasium wird der Bereich wie folgt aufgeschlüsselt:

•	elementare Regeln und Gesetze der Logik kennen und anwenden
•	Begründungstypen und Beweismethoden der Mathematik kennen, gezielt auswählen 

und anwenden
•	in mathematischen Kontexten Vermutungen entwickeln, formulieren und untersu-

chen
•	gleichartige Strukturen erkennen, verallgemeinern und spezialisieren

3 Bildungsplan 2004. Realschule (Baden-Württemberg), S. 60.
4 LS 4, 40; Klasse 8; zur Zitierweise aus Schulbüchern in dieser Arbeit vgl. unten Seite 30.
5 LS 4, 46; Klasse 8.
6 Bildungsplan 2004. Allgemein bildendes Gymnasium (Baden-Württemberg), S. 92.
7 Bildungsplan 2004. Realschule (Baden-Württemberg), S. 60.
8 Bildungsplan 2004. Hauptschule/Werkrealschule (Baden-Württemberg), S. 74; sehr ähnlich Bil-

dungsplan 2012. Werkrealschule (Baden-Württemberg), S. 56.



7

Eine entsprechende Aufschlüsselung für die Realschule fehlt im Bildungsplan 2004.

Die vorliegende Arbeit will untersuchen, inwieweit Logik tatsächlich eine Rolle in der 
aktuellen Schulmathematik spielt und inwieweit die angestrebten Kompetenzen an der 
Schule erworben werden können.

1.2 Methode der Untersuchung

Da eine aussagekräftige empirische Untersuchung der logischen Kompetenzen von 
Schülerinnen und Schülern verschiedener Schularten und Klassenstufen die Möglich-
keiten im Rahmen dieser Arbeit gesprengt hätte, galt es, den Untersuchungsgegenstand 
sinnvoll einzuschränken.

Da Logik namentlich im Bildungsplan Gymnasium angesprochen wird und eine Um-
schau ergeben hat, dass Logik in der Mathematik der Realschule tatsächlich eine weni-
ger ausgeprägte Rolle spielt als am Gymnasium, wurde für die vorliegende Arbeit die 
Sekundarstufe I des achtjährigen Gymnasiums in Baden-Württemberg in den Mittel-
punkt der Untersuchung gerückt.

Da außerdem, wie zuvor bemerkt, eine empirische Untersuchung des Kompetenzer-
werbs nicht zu leisten war, fokussiert die vorliegende Arbeit auf das wichtigste Lehr-
mittel des schulischen Mathematikunterrichts: das Schulbuch.

Untersucht wurde ein Satz aktueller, für Baden-Württembergische Schulen zugelasse-
ner Schulbücher:

•	für die Klassenstufen 5 und 6 das Lehrwerk „delta“ des C. C. Buchner-Verlags
•	für die Klassenstufen 7 bis 10 das Lehrwerk „Lambert Schneider“ des Klett-Verlags9

Besondere Aufmerksamkeit erfuhren dabei die im Schulbuch gestellten Aufgaben, da 
ja mit ihnen der Kompetenzerwerb überprüften werden soll, sei es durch die Schüle-
rinnen und Schüler selbst, sei es durch den Lehrer.

Die Untersuchung der Schulbuchaufgaben wurde zusammengefasst zu folgenden Be-
reichen:

•	Geometrie (Leitideen „Messen“, „Raum und Form“),
•	Algebra (Leitideen „Algorithmus“ und „Variable“),
•	Zuordnungen und Funktionen (Leitidee „Funktionaler Zusammenhang“),
•	Zahlbereiche, Verknüpfungen, Rechenregeln (Leitidee „Zahl“).

Nicht berücksichtigt wurden Aufgaben aus dem Bereich der wenig logikhaltigen Leit-
idee „Daten und Zufall“; Aufgaben aus den Bereichen der Leitideen „Vernetzung“ und 
„Modellieren“ wurden in die genannten Abteilungen eingeordnet.

9 Genauere Angaben im Literaturverzeichnis.



8

Ausgewählt und kommentiert wurde ein möglichst breites Spektrum an Aufgaben, die 
wenigstens eines der folgenden Kriterien erfüllten:

•	Verwendung aussagenlogischer Terminologie (wahr / falsch)
•	Aufforderung zu Begründen oder Beweisen
•	Thematisierung von kausalen oder logischen Zusammenhängen (wenn ... dann)

Um die Darlegungen zur Schulmathematik zu fundieren und die in den Aufgabenkom-
mentaren verwendete Terminologie zu erläutern, wird die Arbeit von einem knappen 
Abriss der Grundlagen der klassischen Aussagenlogik und Prädikatenlogik eröffnet. 
Vor dem hier einleitend dargelegten Hintergrund der Fragestellung sowie der Metho-
de der Untersuchung ist dabei zu beachten, dass diese Darstellung der Aussagenlogik 
weder Lehrbuch sein noch erschöpfend das Gebiet der Logik abhandeln will.
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2. Fachliche Grundlegung: Aussagenlogik

Die Aussagenlogik beschäftigt sich mit Aussagen, deren Verknüpfung (Junktionen) 
und logischen Schlussverfahren.10 In der sogenannten klassischen Aussagenlogik ist 
von Aussagen stets entscheidbar, ob sie wahr oder falsch sind; ist dies nicht der Fall, 
handelt es sich nicht um Aussagen im Sinne der Aussagenlogik.

Aussagen im Sinne der klassischen Aussagenlogik sind entweder elementare Aussagen, 
die von ihr nicht weiter analysiert werden, oder mithilfe von bestimmten Operatoren 
aus elementaren Aussagen zusammengesetzte Aussagen, von denen alleine aufgrund 
von Regeln entschieden werden kann, ob sie wahr oder falsch sind.11 Dieses Prinzip 
wird als Extensionalität bezeichnet, der Wahrheitswert von zusammengesetzen Aussa-
gen ist eine Funktion der Wahrheitswerte ihrer elementaren Aussagen.12

Die wichtigsten fünf auf Aussagen angewendeten Operatoren sind, umgangssprachlich 
formuliert, ‚nicht‘, ‚und‘, ‚oder‘, ‚wenn ... dann‘ und ‚genau dann, wenn‘ – formal ausge-
drückt durch die Zeichen ¬, ∧, ∨, → und ←→.

Wichtigstes Ziel der klassischen Aussagenlogik ist es, „eine vollständige Übersicht über 
alle Aussagen(formeln) zu bekommen, die alleine auf Grund ihrer aussagenlogischen 
Struktur wahr sind, sowie über alle Regeln, die von (aussagenlogisch) wahren Aussa-
gen zu (aussagenlogisch) wahren Aussagen überzugehen gestatten“13.

Neben die klassische Aussagenlogik sind in jüngerer Zeit Logiken getreten, die vom 
Prinzip der Zweiwertigkeit (jede Aussage ist entweder wahr oder falsch) abgerückt 
sind. Sie spielen in der modernen Wissenschaft eine bedeutende Rolle, sei es in der 
Wissenschaftstheorie, sei es in der analytischen Philosophie, in der Informatik oder in 
der Linguistik; in dieser Arbeit spielen sie jedoch keine Rolle.

2.1 Aussagen

Sprachphilosophisch betrachtet, steht die „Aussage“ im Gegensatz zur „Nicht-Aussa-
ge“, man kann sie „bestimmen als deklarative Sätze, d. h. Sätze, deren Bedeutung von 
dem konkreten Sprecher und dem konkreten Zuhörer unabhängig ist: Diese beliebi-
ge Austauschbarkeit von Sprecher und Zuhörer ermöglicht ihre bedeutungsinvarian-

10 Für die folgende Darstellung habe ich herangezogen: Tarski: Einführung in die mathematische 
Logik (1971); Oberschelp: Elementare Logik und Mengenlehre I (1974); Rautenberg: Klassi-
sche und nichtklassische Aussagenlogik (1979), S. 5–52: Zweiwertige Aussagenlogik; Gerster: 
Aussagenlogik, Mengen, Relationen (1998); Ehrig, H. et al: Mathematisch-strukturelle Grund-
lagen der Informatik (2001), S. 221–325: Aussagenlogik, S. 326–455: Prädikatenlogik; Erven / 
Erven / Hörwick: Vorkurs Mathematik (2012), S. 1–22: Nützliche Grundlagen. – Wegen des 
sehr elementaren Charakters des hier Dargelegten habe ich in der Regel auf Einzelnachweise 
verzichtet.

11 Börger / Barnocchi: Aussagenlogik. In: Historisches Wörterbuch der Philosophie, Bd. 1 
(1971), Sp. 672.

12 Börger / Barnocchi: Aussagenlogik, Sp. 673.
13 Börger / Barnocchi: Aussagenlogik, Sp. 673.
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te Wiederholbarkeit“14. Der Sinn einer Aussage ist mit Gottlob Frege „der objektive 
Gedanke, den sie ausdrückt, der auch dann gleich bleibt, wenn er in verschiedenen 
Sprachen formuliert wird“15.

Wie allerdings man den „Sinn“ bzw. die „Bedeutung“ eines Satzes genau erklären kann, 
ist in der Philosophie eine äußerst komplexe Fragestellung, die hier nicht erörtert wer-
den kann.

Für die Zwecke des folgenden Überblicks genügt folgende Definition: 

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, dem der Wahrheitswert „wahr“ oder „falsch“ 
zugeordnet werden kann.

Die Formulierung einer Aussage kann also in natürlicher Sprache wie auch formalisiert 
in der „Sprache der Mathematik“ unter Verwendung von Symbolen erfolgen.

Beispiele für Aussagen:

•	Blau ist eine Farbe
•	1 + 1 = 2
•	Es gibt eine Zahl, die, zu sich selbst addiert, zwei ergibt.
•	Wenn es regnet, wird die Straße nass.
•	Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in allen drei Seitenlängen übereinstimmen.
•	Alle Menschen sind blond.

•	
1

( 1)1 2 3 4
2

n

k

n nn k
=

+
+ + + +…+ = =∑

Die angeführten Beispiele umfassen sowohl elementare als auch zusammengesetzte 
Aussagen, sowohl allgemeinsprachliche als auch mathematisch-fachsprachliche.

Zu den Aussagen zählen auch Sätze, deren Wahrheitswert nicht bekannt ist, bei denen 
jedoch eine Zuordnung von „wahr“ oder „falsch“ prinzipiell möglich ist.

Beispiele:

•	Morgen wird die Sonne scheinen.
•	Jede gerade Zahl größer als 2 kann als Summe zweier Primzahlen geschrieben wer-

den (Goldbachsche Vermutung).
•	Die Gleichung an + bn = cn hat für positive ganze Zahlen a, b, c, n mit n > 2 keine Lö-

sung (Fermatsche Vermutung, notiert um 1640, bewiesen 1994/95).

14 Börger, E. / Barnocchi, D.: Aussage. In: Historisches Wörterbuch der Philosophie, Bd. 1 
(1971), Sp. 670.

15 Börger / Barnocchi: Aussage, Sp. 671.
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Ein bekanntes Beispiel für einen grammatisch korrekten Hauptsatz, der keine Aussage 
ist, liefert der folgende Satz:

•	Dieser Satz ist falsch.

Bei diesem Satz handelt es sich nicht um eine Aussage, weil die Frage nach dem Wahr-
heitswert zu einem in der zweiwertigen Logik unauflösbaren Widerspruch führt.
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2.2 Junktoren: Verknüpfungen von Aussagen

Aussagen können miteinander zu neuen Aussagen verknüpft werden. Dabei ist es un-
erheblich, ob die verknüpften Aussagen elementare Aussagen oder selbst zusammen-
gesetzte Aussagen sind. Da der Wahrheitswert der einzelnen Aussagen entscheidbar 
ist, ist in der klassischen Aussagenlogik auch der Wahrheitswert der zusammenge-
setzten Aussage eindeutig und allein aufgrund der einzelnen Wahrheitswerte und den 
Eigenschaften der jeweiligen Verknüpfung angebbar. Werden also eine oder mehrere 
Aussagen miteinander verknüpft, so liegt dadurch eine neue Aussage vor.

Einstellige Verknüpfungen werden auf eine einzelne Aussage angewandt, zweistellige 
auf zwei Aussagen. Weiterführungen der klassischen Aussagenlogik kennen auch null-
stellige und mehrstellige Verknüpfungen.

Der Wahrheitswert von Aussagenverknüpfungen kann in Wahrheitstafeln dargestellt 
werden.

2.2.1 Negation

Die Negation einer Aussage ist dann und nur dann wahr, wenn die Aussage falsch ist. 
In Zeichen: ¬ A.

Weitere Bezeichnungen: Verneinung, Komplement

Bei der Negation handelt es sich um eine einstellige Verknüpfung. Sie verkehrt den 
Wahrheitswert einer Aussage in ihr Gegenteil: Die Negation einer Aussage ist laut Defi-
nition wahr, wenn die negierte Aussage falsch ist. Da die Negation einer Aussage selbst 
eine Aussage ist und demgemäß entweder wahr oder falsch, ist sie umgekehrt falsch, 
wenn die negierte Aussage wahr ist.

Die Wahrheitswerte der Negation lassen sich in einer sogenannten Wahrheitstafel 
übersichtlich darstellen:

A ¬ A
w f
f w

Zu lesen: Wenn A wahr ist, dann ist ¬ A falsch; wenn A falsch ist, dann ist ¬ A wahr.

Beispiel:

A Die Geraden g und h sind parallel.
¬ A Die Geraden g und h sind nicht parallel.
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2.2.2 Disjunktion

Die Disjunktion verknüpft zwei Aussagen (A, B) zu der neuen Aussage „A oder B“. Sie 
ist dann und nur dann wahr, wenn (wenigstens) eine der beiden Aussagen wahr ist. In 
Zeichen: A ∨ B.

Weitere Bezeichnungen: Oder-Verknüpfung, nicht-ausschließende Disjunktion, Alter-
native, Adjunktion.

Die Disjunktion ist falsch nur dann, wenn beide verknüpften Aussagen falsch sind. Sie 
ist wahr, wenn mindestens eine der beiden verknüpften Aussagen wahr ist, also auch 
dann, wenn beide verknüpften Aussagen wahr sind. Daher wird sie auch nicht-aus-
schließende Disjunktion genannt, um deutlich zu machen, dass das aussagenlogische 
„oder“ ein anderes ist als das alltagssprachliche „oder“.

Bemerkung: A ∨ B besitzt den gleichen Wahrheitswert wie B ∨ A.

A B A ∨ B
w w w
w f w
f w w
f f f

Beispiel:

A x ist größer als y
B x ist kleiner als y
A ∨ B x ist größer oder kleiner als y

Bemerkung zum Beispiel: Die Aussage „x ist ungleich y“ ist zwar mathematisch äqui-
valent zu „x ist größer oder kleiner als y“, doch handelt es sich bei ihr nicht um die Dis-
junktion der beiden angeführten Aussagen. Da Aussagen allgemein- bzw. umgangs-
sprachlich formuliert sein dürfen, ist es nicht nötig zu formulieren: „x ist größer als y 
oder y ist kleiner als y“.

2.2.3 Konjunktion

Die Konjunktion verknüpft zwei Aussagen (A, B) zu der neuen Aussage „A und B“. Sie 
ist dann und nur dann wahr, wenn beide Aussagen wahr sind. In Zeichen: A ∧ B.

Weitere Bezeichnung: Und-Verknüpfung

Die Konjunktion ist falsch, wenn mindestens eine der beiden verknüpften Aussagen 
falsch ist.
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Bemerkung: A ∧ B besitzt den gleichen Wahrheitswert wie B ∧ A.

A B A ∧ B
w w w
w f f
f w f
f f f

Beispiel:

A Die Funktion f ist eine ganzrationale Funktion vom Grad 2
B Die Funktion f besitzt genau eine Nullstelle
A ∧ B Die Funktion f ist eine ganzrationale Funktion vom Grad 2 

und sie besitzt genau eine Nullstelle

Bemerkung zum Beispiel: Die Aussage „Die Funktion f ist eine ganzrationale Funk-
tion vom Grad 2 mit genau einer Nullstelle“ ist aussagenlogisch keine Konjunktion der 
beiden Aussagen, da der Operator/Junktor „und“ fehlt. – Die Aussage „Der Scheitel-
punkt des Graphen von f liegt auf der x-Achse“ wäre ein Schluss aus A ∧ B, nicht die 
Konjunktion; siehe unten.

2.2.4 Implikation

Die Implikation verknüpft zwei Aussagen (A, B) zu der neuen Aussage „Aus A folgt B“. 
Sie ist dann und nur dann falsch, wenn die erste Aussage wahr, die zweite Aussage aber 
falsch ist. In Zeichen: A → B bzw. A ⇒ B.

Weitere Bezeichnung: Subjunktion

A B A → B
w w w
w f f
f w w
f f w

Dass die Implikation wahr ist, wenn aus einer wahren Aussage eine wahre Aussage 
folgt, ist klar; dass sie falsch ist, wenn aus einer wahren Aussage eine falsche Aussage 
folgt, ist ebenfalls klar. Dass man aber aus einer falschen Aussage scheinbar beliebiges 
folgern ‚darf ‘ (die Implikation also wahr ist), führt zunächst regelmäßig zu Verständ-
nisschwierigkeiten.16

Im Zusammenhang mit Schlussfiguren (siehe unten, Seite 23) wird die Aussage A 
auch als Prämisse, die Aussage B als Konklusion bezeichnet.

16 Vgl. ausführlich Tarski: Einführung in die mathematische Logik (1971), S. 36–45.
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Beispiel:

A Die Figur k ist ein Quadrat
B Die Figur k hat zwei Diagonalen
A → B Wenn die Figur k ein Quadrat ist, dann hat sie zwei Diago-

nalen

Aussagenlogik beschäftigt sich mit wahren Aussagen. Die folgenden Überlegungen 
mögen demonstrieren, dass die Implikation wahr bleibt, auch wenn eine falsche Prä-
misse eingesetzt wird.

k3k1 k2

In Figur k1 ist die Aussage A erfüllt und die Aussage B erfüllt, die Implikation gilt of-
fensichtlich.
Die Figur k2 verdeutlicht, dass, wenn Aussage A nicht erfüllt ist und die Aussage B er-
füllt ist, die Implikation trotzdem wahr ist.
Die Figur k3 macht deutlich, dass, wenn Aussage A nicht erfüllt ist und Aussage B nicht 
erfüllt ist, die Implikation ebenfalls trotzdem wahr ist.17

Bemerkung: Die Aussagen „Jedes Quadrat hat zwei Diagonalen“ und „Alle Quadrate 
haben zwei Diagonalen“ sind keine Implikationen, lassen sich jedoch als solche formu-
lieren, siehe unten: Quantoren, Seite 26.

Zu den mit der Implikation verknüpften Begriffen „notwendige Bedingung“ und „hin-
reichende Bedingung“ siehe unten Seite 21.

2.2.5 Äquivalenz

Die Äquivalenz verknüpft zwei Aussagen (A, B) zu der neuen Aussage „A genau dann, 
wenn B“. Sie ist dann und nur dann wahr, wenn beide Aussagen denselben Wahrheits-
wert besitzen. In Zeichen: A ←→ B bzw. A ⇔ B.

Wenn zwei Aussagen A und B äquivalent sind, so gilt gleichermaßen: „Wenn A, dann B“ 
und „Wenn B, dann A“.

Bemerkung: A ←→ B besitzt denselben Wahrheitswert wie B ←→ A.

17 Das Beispiel wurde von mir selbst entwickelt.
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A B A ←→ B
w w w
w f f
f w f
f f w

Beispiel:

A Dreieck 1 und Dreieck 2 sind kongruent
B Dreieck 1 und Dreieck 2 haben drei gleiche Seitenlängen
A ←→ B Dreieck 1 und Dreieck 2 sind genau dann kongruent, wenn sie 

drei gleiche Seitenlängen haben

2.2.6 Kontravalenz

Neben diesen vier wichtigsten zweistelligen Aussagenverknüpfungen (Disjunktion, 
Konjunktion, Implikation, Äquivalenz) gibt es noch weitere.18

Die Kontravalenz verknüpft zwei Aussagen (A, B) zu der neuen Aussage „Entweder A 
oder B“. Sie ist dann und nur dann wahr, wenn genau eine der beiden Aussagen wahr 
ist. In Zeichen: A ∨̇ B.

Weitere Bezeichnung: Antivalenz, ausschließende Disjunktion

Die Kontravalenz entspricht dem alltagssprachlichen Gebrauch von „oder“ im Sinne 
von „entweder – oder“. Sie ist äquivalent mit „A oder B, jedoch nicht zugleich A und B“.

A B A ∨̇ B
w w f
w f w
f w w
f f f

Beispiel:

A Die Funktion f hat mindestens eine Nullstelle
B Die Funktion f hat keine Nullstelle
A ∨̇ B Die Funktion f hat entweder mindestens eine Nullstelle oder 

sie hat keine Nullstelle

18 Einen tabellarischen Überblick der verschiedenen Aussageverknüpfungen bietet Rautenberg: 
Klassische und nichtklassische Aussagenlogik (1979), S. 14.
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2.2.7 Nihilition

Die Nihilition verknüpft zwei Aussagen (A, B) zu der neuen Aussage „Weder A noch B“. 
Sie ist dann und nur dann wahr, wenn beide Aussagen falsch sind. In Zeichen: A ∨̄ B.

Weitere Bezeichnung: Peirce-Funktion.

Die Nihilition ist die Negation der Disjunktion A ∨̄ B = ¬ (A ∨ B).

A B A ∨̄̇ B
w w f
w f f
f w f
f f w

Beispiel:

A Die Kreiszahl π ist eine rationale Zahl
B –5 ist eine natürliche Zahl
A ∨̇ B Weder ist die Kreiszahl π eine rationale Zahl noch ist –5 eine 

natürliche Zahl

2.2.8 Exklusion

Die Exklusion verknüpft zwei Aussagen (A, B) zu der neuen Aussage „Nicht zugleich A 
und B“. Sie ist dann und nur dann falsch, wenn beide Aussagen wahr sind. In Zeichen: 
A ∧̄ B bzw. A | B.

Weitere Bezeichnung: Sheffer-Funktion, Shefferscher Strich.

Die Exklusion ist die Negation der Konjunktion A ∧̄ B = ¬ (A ∧ B).

A B A ∧̄̇ B
w w f
w f w
f w w
f f w
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Beispiel:

A Die Funktion f ist im Intervall I streng monoton wachsend
B Die Funktion f ist im Intervall I streng monoton fallend
A ∧̄̇ B Die Funktion f ist im Intervall I nicht zugleich monoton 

wachsend und streng monoton fallend

Eine Besonderheit von Nihilition und Exklusion liegt darin, dass alle anderen Ver-
knüpfungen jeweils aus ihnen darstellbar sind („Logiksynthese“), z. B.19:

¬ A A ∨̄ A
A ∧ B (A ∨̄ A) ∨̄ (B ∨̄ B)
A ∨ B (A ∨̄ B) ∨̄ (A ∨̄ B)
A → B ((A ∨̄ A) ∨̄ B) ∨̄ ((A ∨̄ A) ∨̄ B)
A ←→ B ((A ∨̄ B) ∨̄ A) ∨̄ ((A ∨̄ B) ∨̄ B)
A ∨̇ B (A ∨̄ B) ∨̄ ((A ∨̄ A) ∨̄ (B ∨̄ B))
A ∨̄̇ B A ∨̄̇ B
A ∧̄̇ B ((A ∨̄ A) ∨̄ (B ∨̄ B)) ∨̄ ((A ∨̄ A) ∨̄ (B ∨̄ B))

19 http://de.wikipedia.org/wiki/Peirce-Funktion [23.08.2013]
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2.3 Sätze der Aussagenlogik

Die nachfolgend vorgestellten einfachen Sätze besitzen die Eigenschaft, stets wahr zu 
sein. Eine solche (zusammengesetzte) Aussage bezeichnet man als Tautologie.20 Sie sind 
allgemeingültig.

2.3.1 Satz vom ausgeschlossenen Dritten

Die hier besprochene klassische Aussagenlogik beruht auf dem Grundprinzip der 
Zweiwertigkeit.21 Eine Aussage ist gemäß Definition entweder wahr oder sie ist falsch, 
eine dritte Möglichkeit gibt es nicht (lat.: „tertium non datur“). Aussagenlogisch be-
deutet dies, dass die Aussage

A ∨ ¬ A

stets wahr ist, d. h. wahr unabhängig vom Wahrheitswert der Aussage A.

2.3.2 Satz vom (ausgeschlossenen) Widerspruch

Eine Aussage kann nicht zugleich wahr und falsch sein, formal ausgedrückt ist dem-
nach auch

¬ (A ∧ ¬ A)

stets wahr. Der Satz vom Widerspruch ist von fundamentaler Bedeutung, er besagt, 
dass eine Aussage und ihre Verneinung nicht zugleich wahr sein können. Die Verknüp-
fung einer Aussage und ihrer Verneinung durch Konjunktion (A ∧ ¬ A) bezeichnet 
man als Kontradiktion, ihr Wahrheitswert ist stets falsch.

2.3.3 Satz von der doppelten Verneinung

Wird eine Aussage verneint und diese Verneinung anschließend nochmals verneint, so 
hat diese doppelte Verneinung denselben Wahrheitswert wie die ursprüngliche Aussa-
ge:

¬ (¬ A) ←→ A

20 Eine Liste einiger Tautologien bei Ehrig et al: Mathematisch-strukturelle Grundlagen der In-
formatik (2001), S. 237; eine wesentlich umfangreichere mit 107 Tautologien bei Oberschelp: 
Elementare Logik und Mengenlehre I (1974), S. 93–97.

21 Rautenberg: Klassische und nichtklassische Aussagenlogik (1979), S. 7.
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2.3.4 Kontraposition

Der Umkehrschluss einer Implikation heißt Kontraposition:

(A → B) ←→ (¬ B → ¬ A)

Dass aus der Aussage A die Aussage B folgt, besitzt den gleichen Wahrheitswert wie 
dass aus der Verneinung von Aussage B die Verneinung von Aussage A folgt.
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2.4 Notwendige Bedingungen und hinreichende Bedingungen

2.4.1 Notwendige Bedingungen

Unter einer notwendigen Bedingung versteht man aussagenlogisch eine Aussage, die 
immer (also notwendigerweise) erfüllt ist, wenn eine andere Aussage erfüllt ist. Es sei-
en A eine Aussage und B eine notwendige Bedingung von A, dann gilt: A → B.

Beispiel:

•	Wenn zwei Dreiecke kongruent sind, stimmen sie in allen drei Innenwinkeln überein.

Die Aussage „Dreieck A und Dreieck B stimmen in allen Innenwinkeln überein“ ist 
notwendige Bedingung für die Aussage „Dreieck A und Dreieck B sind kongruent“, da 
zwei Dreiecke immer in allen drei Innenwinkeln übereinstimmen, wenn sie kongruent 
sind. Die Schlussfigur des modus ponens beruht auf den Überlegungen zur notwendi-
gen Bedingung.

Hat eine Aussage mehrere notwendige Bedingungen, so sind diese alle erfüllt, wenn 
die Aussage erfüllt ist. Es seien A eine Aussage und B1, B2, B3 notwendige Bedingungen 
von A, d. h. es gilt: A → B1, A → B2, A → B3. Dann gilt auch: A → B1 ∧ B2 ∧ B3.

Ist die notwendige Bedingung einer Aussage nicht erfüllt, so kann daraus geschlossen 
werden, dass auch die Aussage nicht erfüllt ist: siehe unten, modus tollens (Seite 23).

Hat eine Aussage mehrere notwendige Bedingungen, so kann aus der Nichterfüllung 
der Aussage weder geschlossen werden, welche der notwendigen Bedingungen nicht 
erfüllt ist, noch, dass alle notwendigen Bedingungen nicht erfüllt sind.

2.4.2 Hinreichende Bedingungen

Unter einer hinreichenden Bedingung versteht man aussagenlogisch eine Aussage, die, 
wenn sie erfüllt ist, zwingend dazu führt, dass auch eine andere Aussage erfüllt ist. Es 
seien A eine Aussage und B eine hinreichende Bedingung von A, dann gilt: B → A.

Hat eine Aussage mehrere hinreichende Bedingungen, so muss wenigstens eine erfüllt 
sein, wenn die Aussage erfüllt ist. Es seien A eine Aussage und B1, B2, B3 hinreichende 
Bedingungen von A, d. h. es gilt: B1 → A, B2 → A, B3 → A. Dann gilt auch: B1 ∨ B2 ∨ B3 
→ A.

Ist die hinreichende Bedingung einer Aussage erfüllt, so kann daraus geschlossen wer-
den, dass auch die Aussage erfüllt ist: siehe unten, modus ponens (Seite 23).

Hat eine Aussage mehrere hinreichende Bedingungen, kann jedoch nicht geschlossen 
werden, welche von ihnen erfüllt ist.



22

2.4.3 Notwendige und hinreichende Bedingungen

Unter einer hinreichenden und notwendigen Bedingung (auch: äquivalente Bedingung) 
versteht man aussagenlogisch eine Aussage, die genau dann (und nur dann) erfüllt ist, 
wenn eine andere Aussage erfüllt ist. Es seien A eine Aussage und B eine hinreichende 
und notwendige Bedingung von A, dann gilt: A ←→ B (sowie A → B und B → A).

Ist eine Aussage eine notwendige und hinreichende Bedingung einer anderen Aussage, 
so heißt sie in der Mathematik auch Kriterium. Gilt A ←→ B, so kann der Wahrheitswert 
von A auch durch eine Untersuchung von B entschieden werden.
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2.5 Schlussfiguren

2.5.1 Modus ponendo ponens (Modus ponens, Abtrennungsregel)

(A ∧ (A → B)) → B

Der Modus ponens ist eine grundlegende Schlussfigur der Logik. Der Schluss besitzt 
zwei Prämissen, nämlich die Gültigkeit der Aussage A und die Gültigkeit des Schlusses 
„wenn A, dann B“. Hieraus folgt als Konklusion die Gültigkeit der Aussage B.

Beispiel:

A Es regnet
A → B Wenn es regnet, wird die Straße nass
B Die Straße wird nass

2.5.2 Modus tollendo ponens

((A ∨ B) ∧ (¬ A)) → B

Der Schluss besitzt zwei Prämissen, nämlich dass erstens eine von zwei Aussagen (A, 
B) wahr ist, dass zweitens die eine der beiden (A) nicht wahr ist. Hieraus folgt die Kon-
klusion: die andere (B) ist wahr.

Beispiel:

A ∨ B Im Glas befindet sich Wasser oder Wein
¬ A Es ist kein Wasser
B Es ist Wein

2.5.3 Modus tollendo tollens (Modus tollens)

((A → B) ∧ ¬ B) → ¬ A

Der Schluss besitzt zwei Prämissen: Die Ungültigkeit einer Aussage B, die Gültigkeit 
des Schlusses „wenn A, dann B“. Hieraus folgt als Konklusion die Ungültigkeit der Aus-
sage A.

Beispiel:

A → B In Quadrat stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander
¬ B Die Diagonalen stehen nicht senkrecht aufeinander
B Es ist kein Quadrat
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Eine Variante des Modus tollens lautet:

((¬ B → A) ∧ ¬ A) → B

Beispiel:

¬ B → A Wenn es nicht regnet, ist die Straße trocken
¬ A Die Straße ist nicht trocken
B Es regnet

2.5.4 Modus ponendo tollens

(¬ (A ∧ B) ∧ A) → ¬ B

Der Schluss besitzt zwei Prämissen: Aussage A und B können nicht gleichzeitig gültig 
sein, Aussage A ist jedoch gültig. Hieraus folgt als Konklusion die Ungültigkeit der 
Aussage B.

¬ (A ∧ B) Im Glas ist entweder Wasser oder Wein
A Es ist Wasser
¬ B Es ist kein Wein

2.5.5 Kettenschluss (Modus barbara)

(A → B) ∧ (B → C) → (A → C)

A → B Ein Quadrat ist ein Rechteck
B → C Ein Rechteck ist ein Viereck
A → C Ein Quadrat ist ein Viereck

2.5.6 Indirekter Beweis (reductio ad absurdum)

(¬ A → (B ∧ ¬ B)) → A

Es wird gezeigt, dass sich aus der Verneinung (¬ A) der Behauptung (A) ein unauf-
lösbarer Widerspruch (B ∧ ¬ B) ergibt, deshalb ist die ursprüngliche Behauptung (A) 
wahr.

¬ A √2̅ ist eine rationale Zahl
B √2̅ = p : q mit p, q ∊ ℕ, q ≠ 1, ggT (p, q) = 1
¬ B 2 · q² = p² mit p, q ∊ ℕ, q ≠ 1, gT (p, q) = 2
A √2̅ ist keine rationale Zahl
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2.6 Prädikatenlogik, Quantorenlogik

Die bislang besprochene klassische Aussagenlogik beschäftigt sich mit Aussagen im 
definierten Sinne und ihren Verknüpfungen, d. h. mit elementaren und mit zusam-
mengesetzten Aussagen. Betrachtungen unterhalb der Ebene der elementaren (also: 
nicht zusammengesetzten) Aussagen stellt sie nicht an.

Zwei Aussagen wie „Das Quadrat A ist blau“ und „Das Quadrat B ist rot“ sind trotz der 
sprachlichen Ähnlichkeit zwei völlig verschiedene Aussagen.

Die Prädikatenlogik untersucht nun genau solche sprachlichen Strukturen. In dem an-
geführten Beispiel gibt es offensichtlich zwei Objekte, denen die Eigenschaft „ist ein 
Quadrat“ zukommt; das eine besitzt zudem die Eigenschaft „ist blau“, das andere die 
Eigenschaft „ist rot“.

2.6.1 Prädikate / Aussageformen

Aussageformen sind sprachliche Gebilde mit einer oder mehreren Leerstellen, die 
durch Einsetzen zu einer (wahren oder falschen) Aussage werden.

Beispiele:

•	x = 2
•	a² + b² = c²
•	Person X und Person Y sind verheiratet.

Aussageformen können auch in der Form: „Objekt x kommt die Eigenschaft P zu“ for-
muliert werden, die Eigenschaft P heißt dabei Prädikat. In Zeichen: P(x).

•	P(x) : x = 2
•	Q(a, b, c) : a² + b² = c²
•	R(X, Y) : X und Y sind verheiratet

Aussageformen können auch mit den von der klassischen Aussagenlogik her bekann-
ten Junktoren verknüpft werden:

•	x = 2 ∨ x = 3
•	x = 2 ∧ x = 3
•	S(x) → T(x)
•	¬ Q(x)

Die Menge aller Elemente, die in die Aussageform sinnvollerweise eingesetzt werden 
dürfen, heißt Grundmenge.

Die Menge aller Elemente der Grundmenge, die die Aussageform durch Einsetzen in 
eine wahre Aussage überführen, heißt Lösungsmenge.
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Beispiel:

•	x = 4
Grundmenge: (zum Beispiel) die Menge aller reellen Zahlen ℝ
Lösungsmenge: Die Menge aller reellen Zahlen x, für die die Aussage „x = 4“ wahr ist; 
in Zeichen: { x ∈ ℝ | x = 4}. – Alternativ: Die Menge aller Objekte x, für die die Aussage 
„x ist Element der Menge der reellen Zahlen und x = 4“ wahr ist; in Zeichen: { x | x ∈ ℝ 
∧ x = 4}. – Alternativ: Die Menge mit dem Element „4“; in Zeichen: {4}.

Bemerkung: Die zuletzt genannte Lösungsmenge enthält das Element „4“; hier ist of-
fen, ob es sich um die Zahl 4, um das Zahlzeichen „4“ oder etwa um ein nicht näher 
spezifiziertes Zeichen „4“ handelt. In jedem Fall wird die Aussageform „x = 4“ durch 
Einsetzen zu einer wahren Aussage. Noch deutlicher wird dies vielleicht, wenn die 
Aussageform lautet „x = 四“, also das chinesische Zahlzeichen für 4 verwendet wird.

2.6.2 Quantoren

Aussageformen können überdies nicht nur durch Einsetzen eines Elements der Grund-
menge in Aussagen überführt werden, sondern auch, indem entweder ihre Allgemein-
gültigkeit oder die Existenz einer Lösung behauptet wird. Dies geschieht durch soge-
nannte Quantoren.

2.6.2.1 Allquantor

Die Aussageform: x < x + 1 ist für alle reellen Zahlen x wahr, die Lösungsmenge ist mit-
hin ℝ. Man kann sagen: Für jede reelle Zahl gilt, dass sie kleiner ist als die Summe aus 
ihr und der Zahl 1. Anders ausgedrückt: Für alle reellen Zahlen x gilt: x < x + 1. In Zei-
chen: ∀ x ∈ ℝ : x < x + 1. Hierbei handelt es sich nun nicht mehr um eine Aussageform, 
sondern um eine Aussage, die in diesem Fall wahr ist.

Weitere Beispiele:

•	∀ x ∈ ℕ : x + 1 > 0 (wahr)
•	∀ x ∈ ℝ : x + 1 > 0 (falsch)
•	Für alle Dreiecke gilt: Die Summe der Innenwinkel beträgt 180°.
•	Jedes Rechteck ist ein Trapez. Es sei R die Menge aller Rechtecke, T(x) das Prädikat 

„x ist ein Trapez“, dann ist ∀ x ∈ R : T(x) eine wahre Aussage.
•	Es sei P die Menge aller Parallelogramme, R(x) das Prädikat „x ist ein Rechteck“, T(x) 

das Prädikat „x ist ein Trapez“, dann ist ∀ x ∈ P : R(x) eine falsche Aussage, ∀ x ∈ P : 
R(x) ⇒ T(x) dagegen eine wahre Aussage.
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2.6.2.2 Existenzquantor

Während der Allquantor behauptet, dass das Einsetzen eines jeden Elements der 
Grundmenge die Aussageform in eine wahre Aussage überführt, behauptet der Exis-
tenzquantor, dass es wenigstens ein Element der Grundmenge gibt, das durch Einset-
zen die Aussageform in eine wahre Aussage überführt.

Beispiele:

•	∃ x ∈ ℝ : x² = 2 (Existenz der Wurzel aus 2)
•	∃ x ∈ ℝ ∀ y ∈ ℝ : x · y = 0
•	∀ x ∈ ℝ\{0} ∃ y ∈ ℝ : x · y = 1 (Existenz eines Inversen bzgl. der Multiplikation)
•	Es gibt Dreiecke mit drei gleich großen Innenwinkeln.
•	Nicht jedes Rechteck ist ein Quadrat.

2.6.3 Sätze über Quantoren

2.6.3.1 Negation einer Allaussage

 ¬ ∀ x : A(x) ←→ ∃ x : ¬ A(x)

Beispiel: Nicht alle Menschen sind blond ←→ Es gibt einen Menschen, der nicht blond ist.

2.6.3.2 Negation einer einstelligen Existenzaussage

¬ ∃ x : A(x) ←→ ∀ x : ¬ A(x)

Beispiel: Es gibt keinen Menschen mit Hörnern ←→ Alle Menschen haben keine Hörner

2.6.3.3 Negation einer zweistelligen Existenzaussage

¬ ∀ x ∃ y : A(x, y) ←→ ∃ x ∀ y : ¬ A(x, y)

Beispiel: Nicht jeder Mann hat eine Frau, mit der er verheiratet ist ←→ Es gibt einen 
Mann, der mit keiner Frau verheiratet ist

2.6.3.4 Zusammenhang von zweistelligen Existenz- und Allaussagen

∃ x ∀ y : A(x, y) → ∀ y ∃ x : A(x, y)

Beispiel: Wenn es einen Deckel gibt, der auf jeden Topf passt, dann gibt es für jeden 
Topf einen Deckel, der auf ihn passt.

Anmerkung: Die Umkehrung gilt offensichtlich nicht.
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3. Repräsentationsformen mathematischer Strukturen

Die mathematische Schulbildung steht seit den Bildungsplänen von 2004 im Zeichen 
völlig veränderter Lerninhalte. Primäres Ziel ist zum einen die Vermittlung einer ma-
thematischen Grundbildung für alle, zum anderen sind es anwendungs- und berufso-
rientierte Kompetenzen wie Informationsgewinnung, Problemlösen, Argumentieren, 
Begründen, Präsentieren. Die reine Fachmathematik tritt dagegen in den Hintergrund.

Dass die Fachmathematik in den Hintergrund tritt, heißt jedoch nicht, dass sie keine 
Rolle mehr spielt. Im Gegenteil, um mathematisch Probleme zu lösen, muss ein solides 
fachliches Fundament vorhanden sein, dass jedoch keinen Selbstzweck darstellt, son-
dern primär anwendungsbezogen ist. Dementsprechend haben sich Lerninhalte wie 
auch die Überprüfung des Lernfortschritts in Form von Aufgaben stark gewandelt.

Was jedoch bedeutet es, in der Schule anwendungsorientiert Mathematik zu treiben?

Zum Ersten muss der Problemgehalt von bestimmten, zum Beispiel durch Aufgaben 
vorgegebenen Situationen erkannt und formuliert werden können. Zur Lösung des 
Problems ist zudem in einigen Fällen die Gewinnung von zusätzlichen Informatio-
nen vonnöten. Sodann muss das Problem strukturiert und auf einer mathematischen 
Ebene formuliert werden. Dieser Prozess wird als Modellbildung bezeichnet, da ein 
mathematisches Modell einer Realsituation entwickelt wird.

Gelingt es, dass Problem innermathematisch zu lösen, wird die Lösung anschließend 
wieder in die reale Welt „zurückübersetzt“, mit anderen Worten: eine lebensweltliche 
Entsprechung zu finden versucht.

Ergibt eine Überprüfung der gefundenen Lösung des Problems, dass die Lösung auch 
in der Realität bestehen kann, so gilt das Problem als gelöst, andernfalls muss eine neue 
mathematische Formulierung gefunden werden, ein neues Modell erstellt werden.

Dass eine Lösung gefunden wurde, mag dem Einzelnen reichen, der im Anwendungs-
fall für sich selbst ein Problem lösen möchte, etwa dem Heimwerker. Im Allgemeinen 
muss jedoch die Lösung für andere aufbereitet, präsentiert und auch begründet wer-
den. Letzteres umfasst auch die nachvollziehbare Präsentation des innermathemati-
schen Lösungsweges. Das ganze Verfahren wird als Modellierungskreislauf bezeich-
net22 und kann in folgender Darstellung23 ausgedrückt werden:

22 Vgl. Hinrichs: Modellierung im Mathematikunterricht (2008); ferner Greefrath: Didaktik des 
Sachrechnens in der Sekundarstufe (2012), S. 35–37: Modellieren und angewandte Mathematik; 
Vollrath / Roth: Grundlagen des Mathematikunterrichts in der Sekundarstufe (2012), S. 270–
281: Anwendungen und Modellbilden; Vollrath / Weigand: Algebra in der Sekundarstufe 
(2007), S. 82–85: Modellbildung mit Termen; Weigand et al.: Didaktik der Geometrie für die 
Sekundarstufe I (2009), S. 81–97: Problemlösen, von G. Wittmann.

23 Vereinfacht nach Hinrichs: Modellierung im Mathematikunterricht (2008), S.  19; vgl. auch 
Greefrath: Didaktik des Sachrechnens in der Sekundarstufe (2012), S. 45–51: Modellbildungs-
kreislauf (mit verschiedenen Abb.).
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In diesem Modellierungskreislauf spielt implizit auch die „Repräsentation“ eine zentra-
le Rolle. Der Begriff der „Repräsentation“ hat die folgenden vier Hauptbedeutungen:24

•	„1) ‚Vorstellung‘ im weiteren Sinn, d. h. mentaler Zustand mit kognitivem Gehalt;
•	   2) ‚Vorstellung‘ im engeren Sinn, d. h. ein mentaler Zustand, der einen früheren 

mentalen Zustand reproduziert, aus ihm abgeleitet ist oder sich auf ihn bezieht;
•	   3) ‚Darstellung‘, d. h. strukturerhaltende Abbildung durch Bilder, Symbole und Zei-

chen aller Art;
•	   4) ‚Stellvertretung‘. “

Erkenntnisgewinn und Begründung finden in der vorgestellten Modellvorstellung vom 
Modellieren auf mathematischer Ebene statt, das mathematische Modell „repräsen-
tiert“ das Realmodell, das seinerseits bereits eine idealisierte Repräsentation der Real-
situation darstellt.25 Der Rückweg in die reale Welt, gewissermaßen eine Re-Repräsen-
tation, kann einfacher mit dem Begriff „Präsentation“ beschrieben werden.

Zunächst muss von der Realsituation eine Vorstellung im weiteren Sinn gewonnen, 
die Sache sozusagen beim Namen genannt werden. Von dieser Vorstellung ausgehend, 
muss ein vereinfachtes Modell gewonnen werden, das alle für die Fragestellung we-
sentlichen Elemente beinhaltet. Für dieses Realmodell wird nun eine mathematische 
Formulierung gesucht, etwa eine geometrische, algebraische oder funktionale.

Auf mathematischer Ebene wird nun das Problem bearbeitet. Dies kann algebraisch 
erfolgen, aber auch logisch, funktional, geometrisch, statistisch oder auf welche auch 
immer geeignete Weise. Oftmals gibt es verschiedene Wege, die zu einer „Lösung“ des 
Problems führen. In jedem Fall wird nicht die „Sache selbst“ bearbeitet, sondern eine 
mathematische Repräsentation.

24 Zum Begriff der Repräsentation vgl. den ausführlichen Artikel Repräsentation, in: Historisches 
Wörterbuch der Philosophie, Bd. 8 (1992), Sp. 790–853; hier Sp. 790.

25 Vgl. ebd., speziell Sp. 834–846: Abschnitt IV, Psychologie und Kognitionswissenschaft.
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4.  Repräsentationsformen von logischen Strukturen in der 
Schulmathematik

4.1 Zur Zitierweise

Alle Aufgaben, Definitionen, Sätze, Beweise, die zu Beginn mit dem Symbol ▶ gekenn-
zeichnet sind, sind wörtlich aus den im Literaturverzeichnis aufgeführten Schulbü-
chern zitiert.

Um der besseren Lesbarkeit willen wurden diese Schulbuchzitate nicht in Anführungs-
zeichen gesetzt; das Vorgehen entspricht typographisch dem sonst üblichen Einrücken 
längerer Zitate.

Die genaue Quellenangabe findet sich am Schluss der Aufgaben, Definitionen, Sätze 
und Beweise in eckigen Klammern. Dabei ist jeweils in abgekürzter Form das Schul-
buch genannt, gefolgt von einer Seitenangabe; der einfachen Lesbarkeit halber folgt 
schließlich die Angabe das Klassenstufe, für die das Schulbuch vorgesehen ist.

delta 1 Klasse 5 delta 1. Mathematik für Gymnasien, 2004
delta 2 Klasse 6 delta 2. Mathematik für Gymnasien, 2005
LS 3 Klasse 7 Lambacher Schweizer 3. Mathematik für Gymnasien, 2005
LS 4 Klasse 8 Lambacher Schweizer 4. Mathematik für Gymnasien, 2006
LS 5 Klasse 9 Lambacher Schweizer 5. Mathematik für Gymnasien, 2007
LS 6 Klasse 10 Lambacher Schweizer 6. Mathematik für Gymnasien, 2008

Die genauen Angaben stehen im Literaturverzeichnis (Seite 90).

Teilaufgaben wurden in einigen Fällen gekürzt, Ergänzungen und Kürzungen im Text 
der Aufgabe mit eckigen Klammern gekennzeichnet.

Die zu den Aufgaben gehörigen Zeichnungen und Darstellungen wurden nach Vorlage 
der Schulbücher von mir neu gezeichnet.

4.2 Geometrie

Begriffserwerb in der Geometrie26 erfolgt bei Kindern zunächst intuitiv anhand von 
Objekten ihrer lebensweltlichen Umgebung. Formen werden wahrgenommen: Ball, 
Tisch, Teller, Schokoladentafel, Sonne, Trinkglas, ohne dass verwandte Formen schon 
zueinander in Beziehung gesetzt werden. Obwohl Tisch und Schokoladentafel eine 
verwandte Form haben, wird dies zunächst nicht wahrgenommen oder gar reflektiert. 
Man kann diese Stufe als ganzheitlichen Begriffserwerb bezeichnen.

26 Vgl. Franke: Didaktik der Geometrie in der Grundschule (2007), S. 111–120: Begriffsgewinnung 
im Unterricht; Weigand et al.: Didaktik der Geometrie für die Sekundarstufe I (2009), S. 119–
122: Langfristiges Lehren geometrischer Begriffe.
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In der folgenden Stufe27 des Begriffserwerbs werden den Kindern Begriffe wie Kreis, 
Quadrat, Rechteck, Kugel vorgestellt, Beispiele aus dem Alltag mit den geometrischen 
Begriffen verknüpft und Eigenschaften entsprechender Objekte herausgearbeitet, wo-
bei dieses „Herausarbeiten“ vornehmlich handelnd erfolgt: Eine Scheibe wird aus Ton 
geformt, ein Rechteck aus Papier ausgeschnitten, eine Kugel aus Knetmasse gerollt. Um 
einen Würfel zu formen, sind andere Handlungen notwendig als um eine Kugel zu for-
men; aus einer ungeformten Masse wird durch bestimmte Handlungen ein geformter 
Körper mit bestimmten Eigenschaften. Da auf dieser Stufe des Begriffserwerbs von rein 
anschaulichen Begriffen abgegangen wird, kann man sie als Abstraktion bezeichnen.

Eine dritte Stufe des Begriffserwerbs arbeitet die verschiedenen Eigenschaften be-
stimmter geometrischer Begriffe näher heraus: Rechtecke haben vier rechte Winkel, 
einander gegenüberliegende Seiten sind gleich lang, jeweils zwei Seiten sind länger als 
die anderen beiden Seiten, während beim Quadrat alle Seiten gleich lang sind. Drei-
ecke haben drei Ecken und gerade Seiten, Würfel haben sechs Seiten, die aus gleichgro-
ßen Quadraten bestehen usw. Auf Grund dieser bestimmten Eigenschaften ist es den 
Kindern möglich, aus einer Sammlung von Objekten Beispiele und Gegenbeispiele für 
einen bestimmten geometrischen Begriff herauszusuchen und umgekehrt selbst Bei-
spiele und Gegenbeispiele für Begriffe zu zeichnen. Diese Stufe lässt sich als Analyse 
bezeichnen, da hier bestimmende Eigenschaften herausgearbeitet werden.

Wenn die konstituierenden Eigenschaften von geometrischen Objekten bekannt sind, 
können verschiedene Objekte miteinander verglichen und zueinander in Beziehung 
gesetzt werden. So lässt sich etwa sagen, dass ein Quadrat alle bestimmenden Eigen-
schaften eines Rechtecks aufweist: Jedes Quadrat ist ein Rechteck, ∀ x : Q(x) ⇒ R(x), 
aber nicht jedes Rechteck ist ein Quadrat, ∃ x : R(x) ∧ ¬ Q(x).

4.2.1 Begriffsbildung

Begriffsbildung ist ein Prozess. Mathematische Begriffe werden zwar durch Defini tio-
nen eindeutig festgelegt, doch ist die Kenntnis der Definition für die Schülerinnen und 
Schüler nur ein Schritt auf dem Weg des Begriffserwerbs.28 Ungeordnete Vorstellun-
gen sind vielfach schon vorhanden; ein wesentlicher Punkt in der Begriffsbildung ist 
mithin das Ordnen dieser Vorstellungen und der Aufbau eines Beziehungsgeflechts 
zwischen verschiedenen Begriffen.

Eine „angemessene Vorstellung“ von einem Begriff umfasst für Schülerinnen und 
Schüler insbesondere Kenntnisse von Eigenschaften eines begrifflich gefassten Objekts 
und Fähigkeiten in Zusammenhang mit diesem Objekt.

27 Die folgenden Ausführungen über Stufen des geometrische Begriffserwerbs orientieren sich 
an dem sogenannten Van-Hiele-Modell, das von dem niederländischen Ehepaar Dina (Dieke) 
van Hiele-Geldof (1911–1958) und Pierre Maria van Hiele (1909–2010) erstmals 1957 in ihren 
zeitgleich eingereichten Promotionsschriften präsentiert wurde. Das Modell wurde später von 
anderen Autoren weiterentwickelt und präzisiert.

28 Das Folgende nach Weigand et al.: Didaktik der Geometrie für die Sekundarstufe I (2009), S. 99–
103: Zum Prozess der Begriffsbildung.
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Zu den Fähigkeiten gehört insbesondere und zunächst die Fähigkeit zu entscheiden, ob 
ein gegebenes Objekt unter den Begriff fällt oder nicht.

4.2.1.1 Konstruieren

Die Konstruktion von geometrischen Figuren ist ein zentraler Bestandteil des Geomet-
rieunterrichts der Schule. Das Konstruieren dient dabei einer Reihe von Zielsetzungen:29

•	„Entdecken von Sätzen und Zusammenhängen, [...]
•	Beweisen (Konstruktionsvorschriften als Existenzbeweise),
•	Begriffsbildung (konstruktive Bildung von Begriffen),
•	Problemlösen (Konstruktionsprobleme).“30

Alle genannten Aspekte haben logischen Gehalt: Sätze und Zusammenhänge folgen 
einer „Wenn ... dann“-Logik, Beweise leiten Sätze aus Axiomen, Definitionen oder 
bereits bekannten Sätzen ab, konstruktive Existenzbeweise weisen einen Sachverhalt 
durch die nachvollziehbar gemachte Möglichkeit der Konstruktion nach. Konstruktive 
Begriffsbildung bezeichnet den Prozess der Verinnerlichung von Begriffen und ihrer 
Eigenschaften durch handelndes Nachvollziehen von Definitionen und Sätzen, Prob-
lemlösen umfasst stets auch den Vollzug von logischen Schlüssen.

▶ Aufgabe 1: Zeichne jeweils drei Geraden, die 
a) keinen Schnittpunkt besitzen.
b) genau einen Schnittpunkt besitzen.
c) genau zwei Schnittpunkte besitzen.
d) drei Schnittpunkte besitzen.
Ergänze nun in deiner Zeichnung zu d) eine vierte Gerade so, dass möglichst viele 
neue Schnittpunkte entstehen. Erkläre auch, wie du in deiner Zeichnung zu d) eine 
vierte Gerade hättest ergänzen können, sodass möglichst wenige neue Schnittpunkte 
entstehen. [delta 1, 83; Klasse 5]

▷ Kommentar: Zunächst wird durch Konstruktion der Zusammenhang zwischen den 
Geradeneigenschaften „sind parallel“ und „haben einen Schnittpunkt“ erfahren. Aus 
den folgenden Handlungsanweisungen ergibt sich unter anderem der Satz, dass eine 
Gerade, die eine Dreiecksseite schneidet, das Dreieck stets in genau zwei Punkten 
schneidet.

▶ [Definition:] Eine Figur, die man so falten kann, dass ihre beiden Teile genau aufein-
ander passen, heißt achsensymmetrisch. Die Faltlinie nennt man Symmetrieachse 
der Figur. [delta 1, 96; Klasse 5]

29 Weigand et al.: Didaktik der Geometrie für die Sekundarstufe I (2009), S. 55–79: Konstruieren; 
Henn: Geometrie und Algebra im Wechselspiel (2012), S. 47–92: Geometrische Konstruktionen.

30 Filler: Zusammenfassende Notizen zu der Vorlesung Didaktik der Elementargeometrie (2011), 
S. 15.
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▷ Kommentar: Diese konstruktive Defi nition kann und sollte für Schülerinnen und 
Schüler durch handelndes Nachvollziehen unmittelbar einsichtig werden. Die De-
fi nition muss anschließend durch Beispiele/Gegenbeispiele vertieft  werden: ‚Wel-
che der folgenden Figuren ist achsensymmetrisch, welche nicht‘, ‚Zeichne die 
Symmetrieachse(n) in die Figur ein‘.

▶ [Defi nition:] Für das Zeichnen von Kreisen verwendet man einen Zirkel.
Alle Punkte P einer Kreislinie haben von deren Mittelpunkt M die gleiche Entfer-
nung. Die Strecke [MP] nennt man Radius, ihre Länge r Radiuslänge.
Verbindet man zwei Punkte eines Kreises, deren Verbindungslinien durch den Kreis-
mittelpunkt verläuft , geradlinig miteinander, so erhält man einen Durchmesser die-
ses Kreises. Jeder Durchmesser eines Kreises hat die Länge d = 2 · r. [delta 1, 94; 
Klasse 5]

▷ Kommentar: Diese „Defi nition“ (der Begriff  wird im vorliegenden Schulbuch nicht 
verwendet), die noch von einer Abbildung begleitet ist, gibt zunächst einen Hinweis 
auf das erwünschte Hilfsmittel beim Zeichnen eines Kreises, gibt sodann eine expli-
zite Defi nition der Begriff e Kreislinie und Radius, eine konstruktive Defi nition des 
Begriff s Durchmesser und schließt endlich einen Satz über den Zusammenhang von 
Durchmesser und Radius an. Die begriffl  iche Trennung von Radius und Radiuslänge 
wird später aufgegeben, der Begriff  Durchmesser steht bereits in dieser Defi nition 
sowohl für eine Strecke als auch ihre Länge.

▶ Aufgabe 2: Finde heraus, auf welche der [...] geometrischen Grundfi guren der jewei-
lige Steckbrief zutrifft  . [delta 1, 82; Klasse 5]

Steckbrief
Ihre vier Seiten 
sind gleich lang. 

Ihre Diago-
nalen stehen 
aufeinander 

senkrecht.

Steckbrief
Zwei ihrer 
Seiten sind 

zueinander par-
allel, die beiden 

anderen auch.

Steckbrief
Zwei ihrer vier 

Seiten sind 
zueinander par-
allel, die beiden 
anderen nicht.

▷ Kommentar: Zuzuordnen sind bei dieser Aufgabe Quadrat, Trapez, Rechteck, Paralle-
logramm, Raute; eine Abbildung dieser Grundfi guren erleichtert die Lösung. – Wäh-
rend Steckbrief a) nur auf das Quadrat zutrifft  , trifft   Steckbrief b) auf Quadrat, Recht-
eck, Parallelogramm und Raute zu; nachzuvollziehen sind hier „charakterisierende 
Defi nitionen“, bei denen der Begriff  durch seine Eigenschaft en beschrieben wird.31

31 Weigand et al.: Didaktik der Geometrie für die Sekundarstufe I (2009), S. 115.
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▶ Aufgabe 3: Gib bei jedem Steckbrief an, auf welchen Grundkörper er passt. 
[delta 1, 103; Klasse 5]

Steckbrief
Er hat acht 
Kanten und 
fünf Ecken

Steckbrief
Er hat zwölf 
gleich lange 
Kanten und 
acht Ecken

Steckbrief
Man kann 
ihn aus zwei 
Kreisen und 
einem Recht-

eck basteln

Steckbrief
Er hat sechs 
gleich lange 
Kanten und 
vier Ecken.

▷ Kommentar: Die Schülerinnen und Schüler müssen hier charakteristische Merkmale 
von bestimmten Körpern erkennen und Begriff en zuordnen. Die „Probe“ erfolgt, 
indem anschließend die Merkmale des zugeordneten Körpers mit dem Steckbrief 
verglichen werden.

▶ Aufgabe 4: Ist jedes Quadrat ein Parallelogramm? Hat ein Rechteck auch Höhen? 
Haben Parallelogramme, die in allen vier Seitenlängen übereinstimmen, auch stets 
gleichen Flächeninhalt? [delta 2, 141; Klasse 6]

▷ Kommentar: Die ersten beiden Teilfragen beziehen sich auf die Defi nition des Pa ral-
le logramms und seiner Höhe sowie auf die Formel für den Flächeninhalt des Paral-
lelogramms: Ein Quadrat ist ein Parallelogramm, weil es „vier Seiten [besitzt], von 
denen die gegenüberliegenden jeweils gleich lang und parallel sind“. Die letztere Ver-
mutung trifft   nur zu, wenn die Parallelogramme kongruent sind.

▶ Aufgabe 5: Der Flächeninhalt einer geometrischen Figur beträgt 144 cm². Erstelle zu 
jeder der folgenden Teilaufgaben auch mindestens eine Zeichnung.
a) Wie lang ist jede ihrer Seiten, wenn die Figur ein Quadrat ist?
b) Wie lang ist jede ihrer Seiten, wenn die Figur ein nicht quadratisches Rechteck ist? 
Gib mindestens zwei Möglichkeiten an.
c) Wie lang sind die Grundlinie und die zugehörige Höhe, wenn die Figur ein nicht 
rechteckiges Parallelogramm ist? Gib mindestens zwei Möglichkeiten an.
d) Wie lang sind die Grundlinie und die zugehörige Höhe, wenn die Figur ein Drei-
eck ist? Gib mindestens zwei Möglichkeiten an.
e) Etwa wie lang ist der Umfang, wenn die Figur ein Kreis ist? Runde die Radiuslänge 
und die Umfangslänge auf cm. [delta 2, 152; Klasse 6]

▷ Kommentar: Die Aufgabe vertieft  das Verständnis der verschiedenen hierarchischen 
Defi nitionen, indem eine Refl exion der charakteristischen Merkmale für die Lösung 
der Teilaufgaben nötig ist.

4.2.1.2 Lückentabellen

Problemlösen in einfacher Form kann durch das Ausfüllen von Lückentabellen trai-
niert werden. Dabei sind die benötigten Defi nitionen und Sätze heranzuziehen, durch 
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logische Überlegungen die vorgegebenen Werte an der richtigen Stelle einzusetzen, 
Formeln umzustellen und die Lösungen einzutragen.

▶ Aufgabe 6: Übertrage die folgende Tabelle in dein Heft und ergänze sie dann dort. 
[delta 1, 189; Klasse 5]

a) b) c) d) e) f) g) h)
Länge eines Rechtecks 5 cm 4 m 3 dm 4,6 dm 11 cm
Breite eines Rechtecks 7 cm 6 dm 5,7 dm
Flächeninhalt dieses Rechtecks 25 cm² 48 dm² 1200 cm² 36 cm²
Umfangslänge dieses Rechtecks 30 cm 16 m 30 cm 4 m

▷ Kommentar: Vorgegebene Lückentabellen diesen Typs trainieren im Einzelnen fol-
gende Fertigkeiten: Definitionen verstehen und anwenden, Formeln umstellen, Ein-
heiten umrechnen, Ergebnisse auf Plausibilität prüfen. Aussagenlogisch hat das Vor-
gehen folgende Struktur (Teilaufgabe a): Der Flächeninhalt eines Rechtecks ist das 
Produkt von Länge und Breite, also ergibt sich die Breite aus dem Quotienten von 
Flächeninhalt und Länge (Äquivalenzumformung der Formel zur Flächenberech-
nung); die Umfangslänge eines Rechtecks ist das Doppelte der Summe von Länge 
und Breite.

▶ Aufgabe 7: Zwei rechteckige Spielplätze haben gleiche Umfangslänge. Der eine ist 
quadratisch, der andere 95 m lang und 55 m breit. Welcher Spielplatz besitzt den 
größeren Flächeninhalt? [delta 1, 190; Klasse 5]

▷ Kommentar: Die Aufgabe lässt sich u. a. durch zwei Lückentabellen lösen, die Schritt 
für Schritt ausgefüllt werden. Anschließend können die beiden Flächeninhalte mit-
einander verglichen werden.

Platz 2 Platz 2 Platz 1 Platz 1 Platz 1
Länge 95 m 95 m 75 m 75 m
Breite 55 m 55 m 75 m 75 m
Flächeninhalt 5225 m² 5625 m²
Umfangslänge 300 m → 300 m 300 m 300 m

4.2.1.3 Wahre und falsche Aussagen

Sozusagen der „Klassiker“ unter den Aufgaben mit aussagenlogischer Struktur ist die 
Liste von Aussagen, über deren Wahrheitsgehalt entschieden werden soll: „wahr“ oder 
„falsch“, mit oder ohne Begründung. Der Aufgabentyp kann sehr unterschiedliche 
Kompetenzen überprüfen, insbesondere aber Fertigkeiten, die im Zusammenhang mit 
der Begriffsbildung stehen.

▶ Aufgabe 8: Zeichne das Rechteck GERD mit den Seitenlängen 5 cm bzw. 3 cm sowie 
ein Quadrat RITA mit der Seitenlänge 4 cm in dein Heft.
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D

G

R

E
Diagonalen: [GR] und [ED]

a) Trage in jede der beiden Figuren jeweils die beiden Diagonalen ein.
b) Finde heraus, wer mit seiner Aussage Recht hat.
Gregor sagt: „Die Diagonalen sind die längsten Strecken innerhalb jedes Rechtecks.“
Laura sagt: „Die Diagonalen eines Quadrats stehen stets aufeinander senkrecht.“
Lucas sagt: „Die Diagonalen jedes Rechtecks stehen ebenfalls aufeinander senkrecht.“
Sophie sagt: „Jede der Diagonalen eines Rechtecks ist stets kürzer als die Summe 
zweier benachbarter Seiten dieses Rechtecks.“ [delta 1, 82; Klasse 5]

▷ Kommentar: Alle angeführten Aussagen haben den Charakter von mathematischen 
Sätzen, Nr. 3 ist allerdings falsch, wie eine beispielhafte Konstruktion (Zeichnung) 
sofort klarmacht. Aussage Nr. 4 kann in Klasse 5 zwar noch nicht im strengen Sinne 
bewiesen werden, aber mit einer Folge von Rechtecken, bei denen die Diagonale 
immer länger wird, während die Länge einer der Seiten konstant bleibt, vor Augen 
geführt werden.

▶ Aufgabe 9: Gib bei jeder der Aussagen an, ob sie wahr ist oder falsch.
a) Ein Paar paralleler Geraden ist stets punktsymmetrisch.
b) Ein Paar paralleler Geraden ist stets achsensymmetrisch.
c) Ein Paar einander schneidender Geraden ist stets achsensymmetrisch.
d) Ein Paar einander schneidender Geraden ist stets punktsymmetrisch.
e) Jeder Kreis ist eine punktsymmetrische Figur. [delta 2, 19; Klasse 6]

▷ Kommentar: Die Aufgabe untersucht das Verständnis des Begriffs der Symmetrie 
(bzw. der Begriffe Punkt- und Achsensymmetrie)32; das Besondere liegt zum einen in 
der Kombination mit dem Begriff der Parallelität, zum anderen in der Untersuchung 
verschiedener Figuren. Da die Aussagen die Form von mathematischen Sätzen ha-
ben, können sie bewiesen oder widerlegt werden; das Begründen gelingt durch logi-
sches Schließen aus den Eigenschaften der Begriffe.

▶ Aufgabe 10: Untersuche bei jeder der folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falsch 
ist.
a) Es gibt Dreiecke, die genau zwei spitze Innenwinkel besitzen.
b) Es gibt Dreiecke, die genau zwei stumpfe Innenwinkel besitzen.
c) Es gibt Vierecke mit lauter spitzen Innenwinkeln.
d) Es gibt Vierecke mit lauter rechten Innenwinkeln.
e) Es gibt Vierecke, die einen überstumpfen Innenwinkel besitzen. 
[delta 2, 20; Klasse 6]

32 Vgl. Weigand et al.: Didaktik der Geometrie für die Sekundarstufe I (2009), S. 187–214: Symme-
trie und Kongruenz.
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▷ Kommentar: Die Aussagen sind Existenzaussagen, d. h. ihre Wahrheit kann ggf. 
durch die Angabe (oder Zeichnung) eines einzigen Beispiels belegt werden. In den 
anderen Fällen kann die Aussage auf logischem Wege durch Schließen aus den De-
finitionen und Sätzen widerlegt werden, zum Beispiel bei Aussage b aus der Defi-
nition des stumpfen Winkels und dem Satz über die Summe der Innenwinkel im 
Dreieck. Der Schluss erfolgt dabei nach dem modus tollens: Alle Dreiecke haben eine 
Innenwinkelsumme von genau 180°, bei zwei stumpfen Winkeln ist die Innenwin-
kelsumme größer als 180°, also gibt es keine solchen Dreiecke. Oder bei Aussage d: 
Die Summe der Innenwinkel im Viereck ist 360°, bei vier spitzen Winkeln ist die 
Innenwinkelsumme kleiner als 4 · 90° = 360°, also gibt es kein solches Viereck.

▶ Aufgabe 11: Zeichne ein Rechteck mit den Seitenlängen a = 10 cm und b = 6 cm. 
Prüfe die Aussage mithilfe von Grundkonstruktionen.
a) Die Winkelhalbierenden im Rechteck stimmen mit den Diagonalen überein.
b) Der Lotfußpunkt eines Eckpunkts auf eine Diagonale trifft den Schnittpunkt der 
beiden Diagonalen.
c) Der Abstand eines Eckpunkts zu einer Diagonalen ist etwa halb so groß wie eine 
Rechteckseite. [LS 3, 123; Klasse 7]

▶ Aufgabe 12: Gut gedacht?
a) Alex vermutet: „Wenn ich im Dreieck an einer Ecke den Winkel halbiere, teilt 
die Winkelhalbierende auch die gegenüberliegende Seite zu gleichen Teilen.“ Was 
meinst du dazu?

 

C

BA

MBC ?

α
2 α

2

b) Schreibe eine entsprechende Aussage für ein Quadrat. Ist sie richtig? Begründe. 
[LS 3, 126; Klasse 7]

▷ Kommentar: Diese Methode der Winkelhalbierung ist nur in gleichschenkligen 
Dreiecken möglich; dass dies so ist, lässt sich z. B. mit Kongruenzsätzen nachweisen.

▶ Aufgabe 13: Besondere Kreise. Zeichne eine Gerade g und zwei Punkte P und Q, die 
nicht auf g liegen.
a) Gibt es einen Kreis mit dem Mittelpunkt auf g, der durch die Punkte P und Q geht?
b)  Ist deine Konstruktion falsch, wenn P auf g liegt oder P und Q auf g liegen? 
[LS 3, 126; Klasse 7]

▷ Kommentar: Aussagenlogisch ist bei Teilaufgabe  a) nach dem Wahrheitsgehalt ei-
ner Existenzaussage gefragt. Lösung: Der Kreismittelpunkt liegt im Schnittpunkt der 
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Geraden g und der Mittelsenkrechte von PQ. Die Aufgabe regt zu eigenen Konstruk-
tionsversuchen an.

▶ Aufgabe 14: Zeichne, wenn möglich, ein Dreieck mit der geforderten Eigenschaft.
a) Das Dreieck hat zwei gleich lange Seiten mit 3 cm und eine Seite der Länge 8 cm.
b) Das Dreieck hat zwei Winkel der Größe 40° und zwei gleich lange Seiten.
c) Das Dreieck hat zwei gleich lange Seiten und einen rechten Winkel.   
[LS 3, 130; Klasse 7]

▷ Kommentar: a) ist nicht lösbar, weil die Summe zweier Seitenlängen im Dreieck grö-
ßer sein muss als die dritte.

▶ Aufgabe 15: Wer hat Recht? Marion sagt: „Ich habe ein achsensymmetrisches Drei-
eck mit drei verschieden großen Winkeln gezeichnet.“ Jörg sagt: „Jedes Dreieck mit 
zwei Symmetrieachsen ist ein gleichseitiges Dreieck.“ [LS 3, 130; Klasse 7]

▷ Kommentar: Die erste Aussage ist eine Existenzaussage, die falsch ist. Die zweite Aus-
sage ist eine Allaussage, die wahr ist.

▶ Aufgabe 16: Hier muss man genau lesen. Zeichne zwei sich schneidende Geraden 
und bezeichne einen Winkel mit α. Welche der folgenden Aussagen ist richtig, wel-
che falsch? Begründe deine Antwort.
a) Die Winkelhalbierende von α halbiert den Scheitelwinkel von α.
b) Die Winkelhalbierenden der beiden Nebenwinkel von α bilden einen Winkel von 
90°.
c) Die Winkelhalbierende eines Nebenwinkels zu α bildet mit der Winkelhalbieren-
den von α einen rechten Winkel. [LS 3, 132; Klasse 7]

▷ Kommentar: a) ist wahr, b) ist falsch, weil die Winkelhalbierenden der beiden Neben-
winkel identisch sind, c) ist wahr.

▶ Aufgabe 17: Wahr oder falsch? Begründe.
a) Es gibt ein Dreieck mit einem rechten und zwei gleichen Winkeln.
b) Es gibt ein Dreieck mit zwei stumpfen Winkeln.
c) Es gibt ein gleichschenkliges Dreieck mit einem Winkel über 70° und einem Win-
kel über 60°. [LS 3, 134; Klasse 7]

▷ Kommentar: Die Existenzaussagen sind entweder durch ein Beispiel zu belegen oder 
es ist zu zeigen, dass sie für alle Dreiecke falsch sind. Aussage a) ist wahr, es ist das 
gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck mit α = β = 45°, γ = 90°, das die Schülerinnen 
und Schüler vom Geodreieck kennen. Fasst man alle einander ähnlichen Dreiecke 
zu einer Klasse zusammen, gibt es genau ein solches Dreieck, ansonsten unendlich 
viele. Aussage b) ist falsch, weil mit zwei Winkeln größer als 90° die Innenwinkel-
summe von 180° bereits überschritten ist, daher kann es kein solches Dreieck geben. 
Aussage c) ist ebenfalls falsch, weil aus der Gleichschenkligkeit des Dreiecks folgt, 
dass das Dreieck zwei gleichgroße Winkel hat, damit aber die Innenwinkelsumme 
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von 180° ebenfalls überschritten wäre (70° + 70° + 60° = 200°; 70° + 60° + 60° = 190°), 
weshalb es kein solches Dreieck geben kann.

▶ Aufgabe 18: Ist der Satz richtig?
a) Die Geraden durch je zwei Eckpunkte eines Dreiecks sind Tangenten an seinen 
Inkreis.
b) Es gibt ein Dreieck, dessen Umkreis und Inkreis einen gemeinsamen Mittelpunkt 
haben. [LS 3, 143; Klasse 7]

▷ Kommentar: Die Allaussage  a) ist wahr, wie mit einem Schluss des modus ponens 
nachzuweisen ist: Der Inkreis berührt die Seiten des Dreiecks in je einem Punkt, 
die Seiten des Dreiecks sind Abschnitte der Geraden durch je zwei Eckpunkte des 
Dreiecks, also berührt der Inkreis die Geraden durch je zwei Eckpunkte des Drei-
ecks. Wie gut den Schülerinnen und Schülern die Begründung gelingt, hängt auch 
davon ab, wie der Inkreis eingeführt wurde; in dem Schulbuch, aus dem die Aufgabe 
stammt, lautet die Begriffsbestimmung: „Es gibt Vielecke deren Seiten einen einzi-
gen Kreis berühren. Solche Kreise heißen Inkreise. [...] Jedes Dreieck hat einen In-
kreis.“ [LS 3, 141; Klasse 7]. – Die Existenzaussage b) ist wahr, denn im gleichseitigen 
Dreieck fallen der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden und der Schnittpunkt der 
Mittelsenkrechten zusammen, daher haben Umkreis und Inkreis hier einen gemein-
samen Mittelpunkt.

▶ Aufgabe 19: Welche der folgenden „Kongruenzsätze für Vierecke“ sind richtig? Fin-
de Gegenbeispiele oder begründe, warum die Sätze stimmen.
Zwei Vierecke sind zueinander kongruent, wenn sie übereinstimmen in
a) vier Winkeln und einer Seite
b) drei Seiten und den eingeschlossenen Winkeln
c) zwei Seiten, dem eingeschlossenen Winkel und den beiden anliegenden Winkeln
d) allen vier Seiten und einer Diagonalen. [LS 4, 25; Klasse 8]

▷ Kommentar: a) Ein Quadrat und ein Rechteck stimmen in vier Winkeln überein und 
können zudem in einer Seite übereinstimmen, ohne kongruent zu sein, also ist der 
Satz falsch. b) Richtig aufgrund des Dreieckskongruenzsatzes SWS. c) Richtig auf-
grund der Dreieckskongruenzsätze SWS und WSW. d) Richtig aufgrund des Drei-
eckskongruenzsatzes SSS.

▶ Aufgabe 20: Begründe oder widerlege die folgenden Aussagen:
a) Zwei Dreiecke sind zueinander kongruent, wenn sie in allen Winkeln und ihrem 
Flächeninhalt übereinstimmen.
b) Wenn zwei Dreiecke nicht zueinander kongruent sind, so müssen sie sich mindes-
tens in einer Seitenlänge unterscheiden. [LS 4, 37; Klasse 8]

▷ Kommentar: Aussage a) ist wahr, denn Dreiecke mit drei gleichen Winkeln sind ei-
nander ähnlich, bei gleichem Flächeninhalt dann kongruent. Aussage b) ist wahr 
wegen der Umkehrbarkeit des Kongruenzsatzes SSS.
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▶ Aufgabe 21: Wahr oder falsch? 
a) Wenn ein Dreieck gleichschenklig ist, dann gilt der Zusammenhang a² + b² = c² 
nie.
b) Wenn in einem Dreieck der Zusammenhang a² + b² = c² gilt, dann kann das Drei-
eck nicht gleichseitig sein. [LS 5, 39; Klasse 9]

▷ Kommentar: In dieser Aufgabe sind logische Schlüsse zu beurteilen. Aussage a) ist ein 
falscher Schluss nach dem modus tollens, weil die Prämisse „Das Dreieck ist gleich-
schenklig“ nicht äquivalent mit „Das Dreieck ist nicht rechtwinklig“ ist. – Aussage b) 
ist ein Kettenschluss: Im Dreieck gilt der Satz des Pythagoras → Das Dreieck ist recht-
winklig → Das Dreieck ist nicht gleichwinklig → Das Dreieck ist nicht gleichseitig.

▶ Aufgabe 22: Wahr oder falsch? 
a) Wenn man den Winkel α verdoppelt, dann verdoppelt sich auch tan(α).
b) Wenn man die Ankathete des Winkels α halbiert und die Hypotenuse c fest lässt, 
so halbiert sich auch cos(α).
c) Je kleiner der Winkel α ist, umso kleiner ist auch cos(α). [LS 5, 49; Klasse 9]

▷ Kommentar: Aussage a) ist falsch, die Länge der Gegenkathete ist nicht proportional 
zum Winkel α. – Aussage b) ist wahr, wie sich aus der Definition des Cosinus als 
Quotient von Ankathete und Hypotenuse ergibt. – Aussage c) ist falsch, zumal die 
Formulierung „je ... umso“ eine Proportionalität unterstellt.

▶ Aufgabe 23: Fertige eine Zeichnung an und begründe die Antwort auf die Frage.
a) Miriam behauptet: „Eine Mittelparallele zu zwei parallelen Geraden g und h hal-
biert jede Verbindungsstrecke zwischen den Geraden g und h.“ Denkt sie richtig?
b) Jörg sagt: „Wenn drei Geraden so liegen, dass nebeneinander liegende Geraden 
jeweils parallel sind und den selben Abstand haben, dann schneiden die Geraden 
aus jeder quer dazu verlaufenden Geraden gleich lange Strecken aus.“ Hat er Recht? 
[LS 3, 122; Klasse 7]

▷ Kommentar: Beide Aussagen sind wahr und beschreiben im Grunde Aussagen des 
1.  Strahlensatzes. Begründen lassen sich die Aussagen zunächst vor allem intuitiv 
bzw. durch Messungen; im Prinzip auch durch geschicktes Zerlegen in Dreiecksflä-
chen und Aussagen über ihre Flächenverhältnisse, so dass ein Beweis möglich ist, wie 
die folgende Aufgabe zeigt:

▶ Aufgabe 24: In [der Abbildung] sind nebeneinander liegende Geraden parallel mit 
gleichem Abstand.
a) Zeichne die Figur mit selbstgewählten Größen in dein Heft. Gib die Anteile der 
Flächeninhalte der Dreiecke ABE, BDE und EDC im Vergleich zum Dreieck ABC an.
b) Begründe, warum man zur Bestimmung der Anteile in der Teilaufgabe a) die tat-
sächlichen Größen der Figur nicht benötigt.
c) Ändern sich die Flächeninhalte der Dreiecke, wenn man den Punkt C auf der Ge-
raden g nach links oder rechts „schiebt“? [LS 3, 122; Klasse 7]
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▷ Kommentar: In der Figur gelten folgende Flächenbeziehungen:
– ∆ EDB und ∆ EDC sind flächengleich, weil sie die selbe Grundseite und die gleiche 
Höhe h haben;
– ∆ ABE hat die halbe Fläche von ∆ ABC, weil sie die selbe Grundseite haben und die 
Höhen im Verhältnis 1 : 2 stehen;
– ∆ BEC hat die halbe Fläche von ∆ ABC, da sich ∆ ABE und ∆ BEC zum ∆ ABC er-
gänzen und ∆ ABE die halbe Fläche von ∆ ABC hat;
– ∆ EDC hat ein Viertel der Fläche von ∆ ABC, da ∆ EDB und ∆ EDC dieselbe Fläche 
haben.
Für die Strecken in der Figur lässt sich im Übrigen daraus folgern:
– ED hat die halbe Länge von AB, weil ∆ EDC bei halber Höhe ein Viertel der Fläche 
von ∆ ABC hat;
– BD hat dieselbe Länge wie DC, weil sich ∆ EDB und ∆ EDC durch Drehung von 
∆ EDB zu einem Parallelogramm EDCB´ zusammenfügen lassen.

4.2.1.4 „Denksport“

Denksportaufgaben fordern zu logischem Denken heraus, ohne im Gewand von wahr-/ 
falsch-Aufgaben oder wirklich anwendungsbezogener, problemhaltiger Aufgaben da-
herzukommen. In einigen Fällen setzen sie Kenntnisse und Fertigkeiten aus verschie-
denen Kompetenzbereichen zur Lösung voraus.

▶ Aufgabe 25: An den vier Ecken einer dreiseitigen Pyramide stehen die vier kleinsten 
Primzahlen. Auf jeder der vier Flächen dieser Pyramide steht jeweils der Produkt-
wert der drei Primzahlen, die an den Ecken dieser Flächen stehen. Auf der Vorder-
fläche steht 30, auf der rechten Seitenfläche 42. Übertrage die Zeichnung in dein 
Heft und trage dann dort die vier Primzahlen und die beiden übrigen Produktwerte 
passend ein. [delta 1, 102; Klasse 5]

30
42

▷ Kommentar: Durch logisches Schließen und Ausschließen können die Primzahlen 
auf die vier Ecken der Pyramide verteilt werden. Beispiel (modus ponens): Die ge-
meinsamen Primfaktoren von 30 und 42 stehen in den gemeinsamen Ecken, 2 ist ein 
gemeinsamer Primfaktor der beiden Zahlen, also steht die 2 an einer gemeinsamen 
Ecke (Spitze oder vordere rechte Ecke). Beispiel (modus tollens): Die Primfaktoren 
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von 42 bilden die Ecken des rechten Seitendreiecks, 5 ist kein Primfaktor von 42, also 
steht 5 nicht an einer Ecke des rechten Seitendreiecks (also vorne unten links).

▶ Aufgabe 26: Ist die Eigenschaft für jedes Dreieck erfüllt, liegt ein spezielles vor oder 
gibt es keines?
a) Die Mittelsenkrechten der drei Seiten schneiden sich in einem Punkt.
b) Zwei Winkel sind gleich, aber zwei Strecken sind verschieden.
c) Alle drei Winkel sind gleich groß und zwei Seiten sind verschieden.
d) Das Dreieck hat genau zwei Symmetrieachsen.
e) Der Schnittpunkt zweier Mittelsenkrechten liegt auf einer Winkelhalbierenden. 
[LS 3, 145; Klasse 7]

▷ Kommentar: Aussage a) gilt für jedes Dreieck, der Schnittpunkt ist der Mittelpunkt 
des Umkreises. Aussage b) gilt für jedes gleichschenklige Dreieck, das nicht gleich-
seitig ist. Aussage c) wird von keinem Dreieck erfüllt, wie mit einem Schluss nach 
dem modus tollens nachzuweisen ist: Ein Dreieck mit drei gleich großen Winkeln ist 
ein gleichseitiges Dreieck, hat es zwei verschieden lange Seiten, ist es folglich keines 
mit drei gleich großen Winkeln. Aussage d) wird von keinem Dreieck erfüllt: Gibt 
es eine Symmetrieachse, so besitzt das Dreieck ein Paar von gleich großen Winkeln, 
gibt es zwei Symmetrieachsen, so besitzt das Dreieck zwei Paare von gleich großen 
Winkeln, also insgesamt drei gleich große Winkel. Damit ist es gleichseitig und be-
sitzt drei Symmetrieachsen, folglich nicht genau zwei. Aussage e) ist bei allen gleich-
schenkligen Dreiecken erfüllt, da hier die Mittelsenkrechte der Basisseite mit der 
Winkelhalbierenden des der Basisseite gegenüberliegenden Winkels in eins fällt.

▶ Aufgabe 27: Kann man drei Geraden so zeichnen, dass es keinen Punkt gibt, dessen 
Abstände zu den drei Geraden gleich groß sind? [LS 3, 147; Klasse 7]

▷ Kommentar: Dies ist der Fall, wenn die drei Geraden parallel (aber nicht identisch) 
sind. Sind nur zwei Geraden parallel, liegt der Punkt am Schnittpunkt der beiden 
Winkelhalbierenden der Schnittwinkel von jeweils einer der Parallelen und der drit-
ten Gerade; sind die Geraden paarweise nicht parallel, bilden ihre Schnittpunkte ein 
Dreieck, der Punkt liegt dann am Schnittpunkt von dessen Winkelhalbierenden.

▶ Aufgabe 28: Mindestens wie viele und höchstens wie viele weitere Flächen eines 
Quaders sind ebenso groß wie seine Grundfläche? [delta 1, 180; Klasse 5]

▷ Kommentar: Die Lösung ergibt sich aus dem Nachvollzug der Definition des Qua-
ders: mindestens eine weitere, höchstens fünf weitere Flächen eines Quaders sind so 
groß wie seine Grundfläche.

▶ Aufgabe 29: Eine 100-jährige Buche besitzt etwa 200 000 Blätter; jedes davon hat 
einen Flächeninhalt von etwa 30 cm². Finde heraus, ob man mit den Blättern die-
ser Buche einen Fußballplatz (Flächeninhalt 80 a) bedecken könnte. [delta 1, 187; 
Klasse 5]
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▷ Kommentar: Die Aufgabe beinhaltet Dreisatz, Einheitenumrechnungen und eine 
Wenn-Dann-Überlegung. Zunächst Dreisatz: Eine Buche besitzt 200 000 Blätter, ein 
Buchenblatt hat einen Flächeninhalt von 30 cm², alle Blätter zusammen haben einen 
Flächeninhalt von 6 000 000 cm². Einheitenumrechung: 80 a = 80 · 10 m · 10 m = 
8000 m² = 8000 · 100 cm · 100 cm = 80 000 000. Wenn ein Fußballfeld die angegebene 
Größe hat, dann kann es nicht mit der angegebenen Menge Blättern vollständig be-
deckt werden. – Interessanter wäre noch die Frage, wieviele Buchen man benötigen 
würde, um mit ihren Blättern ein Fußballfeld zu bedecken, weil hierzu eine Abschät-
zung erforderlich ist, da man ohne Überlappung der nicht rechteckigen Blätter eine 
Fläche nicht im engeren Sinne bedecken kann.

▶ Aufgabe 30: Wer hat Recht? a) Irma behauptet: „Wenn jemand an der Tafel einen 
Kreis zeichnet, vier Punkte auf dem Kreis beschriftet und danach bis auf vier Punkte 
alles wegwischt, dann kann ich den Mittelpunkt finden und den Kreis mit dem Zirkel 
neu zeichnen.“ b) Peter behauptet: „Mir genügen schon drei Punkte auf dem Kreis.“ 
[LS 3, 121; Klasse 7]

▷ Kommentar: Ein Kreis ist durch drei Punkte eindeutig bestimmt als Umkreis eines 
Dreiecks mit den drei Punkten als Ecken. Der Kreismittelpunkt liegt im Schnittpunkt 
der Mittelsenkrechten von je zwei verschiedenen Punkten.

▶ Aufgabe 31: Berechne den Winkel α. [LS 5, 178; Klasse 9]

20°

16°

α

▷ Kommentar: α = 16° + 20° = 36°. Zu diesem Ergebnis gelangt man auf verschiede-
nen Wegen, etwa durch Verlängerung der beiden schrägen Strecken oder durch Ein-
zeichnen einer weiteren Parallelen sowie der Anwendung von Sätzen über Stufen-, 
Neben- und Wechselwinkel.

4.2.1.5 Anwenden von Sätzen, logische Schlüsse

▶ Aufgabe 32: Bestimme die Größe der Winkel α, β und γ. [LS 3, 134; Klasse 7]

69°

30°

β
α

γ

▷ Kommentar: Die Winkelgrößen werden durch logische Schlüsse aus den Sätzen über 
Wechsel-, Stufen- und Scheitelwinkel ermittelt. Beispiel: α = 30° (Wechselwinkel), β = 
81° (α + β sind Nebenwinkel von 69°-Winkel), γ = 81° (Stufenwinkel von β). Durch 
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Anwendung anderer Sätze gelangt man auf unterschiedlichen Wegen zu denselben 
Ergebnissen.

▶ Aufgabe 33: In Fig. 1 ist das Dreieck ABC gleichschenklig.
a) Untersuche, ob g und h parallel sind.
b) Bestimme die Weite der Winkel α, γ und δ.
c) Welcher Zusammenhang besteht zwischen β1 und γ? Begründe. [LS 3, 148; Klasse 7]

C

γ

δ

α
β1

A BMAB

146°

28°

g

h

Fig. 1

▷ Kommentar: Zu Teilaufgabe a): Die Antwort lässt sich z. B. durch Schlüsse aus Sätzen 
über Innenwinkelsumme, Stufen- und Nebenwinkel sowie den Satz des Thales be-
antworten. Die Gerade h bildet mit AB ein rechtwinkliges Dreieck (Satz des Thales), 
also ist α = 90° – 28° = 62°, außerdem gilt wegen ABC gleichschenklig α = 28° + β1 , 
also β1 = 34°. Da δ Nebenwinkel von 146° ist, gilt δ = 34°. β1 und δ sind Stufenwinkel 
an der Gerade BC, und wegen β1 = δ sind die Geraden g und h parallel. – Zu Teilauf-
gabe b): γ und β1 ergänzen sich zu 90°, weil h lotrecht auf AC steht; Begründung siehe 
oben: Satz des Thales.

▶ Aufgabe 34: Ein Dreieck hat die Winkel 65° und 42°; ein anderes Dreieck die Winkel 
42° und 73°. Sind die beiden Dreiecke ähnlich? [LS 5, 18; Klasse 9]

▷ Kommentar: Der Satz über die Winkelsumme im Dreieck ergibt für das erste Dreieck 
die drei Winkel 65°, 42° und 73°, für das zweite die drei Winkel 42°, 73° und 65°. Die 
beiden Dreiecke sind ähnlich, weil sie in allen drei Winkeln übereinstimmen.33

▶ Aufgabe 35: In das rechtwinklige Dreieck ABC wird die Höhe h eingezeichnet. Der 
Fußpunkt der Höhe sei D (Fig. 4). Begründe, dass die Dreiecke ABC, ADC und BCD 
ähnlich sind. [LS 5, 18; Klasse 9]

h
·

·

A B

C

D

Fig. 4

33 Vgl. Weigand et al.: Didaktik der Geometrie für die Sekundarstufe I (2009), S. 215–238: Ähnlich-
keit.
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▷ Kommentar: ∆ ABC und ∆ ADC stimmen in zwei Winkeln überein (rechter Winkel 
und α), also auch im dritten (Satz über Winkelsumme im Dreieck), daher sind sie 
ähnlich. Analog sind ∆ ABC und ∆ BCD ähnlich, weil sie im rechten Winkel und 
in β übereinstimmen. Aus ∆ ADC ähnlich ∆ ABC und ∆ ABC ähnlich ∆ BCD folgt 
∆ ADC ähnlich ∆ BCD.

▶ Aufgabe 36: Begründe, dass die Dreiecke ABC und CDE ähnlich sind.   
[LS 5, 19; Klasse 9]

· ·B E

A D
C

▷ Kommentar: ∆ ABC und ∆ CDE haben beide einen rechten Winkel und stimmen im 
Winkel an C überein (Scheitelwinkel), nach dem Satz über Winkelsumme im Drei-
eck stimmen sie auch im dritten Winkel überein und sind daher ähnlich. – Setzt 
man den rechten Winkel bei D statt bei E, ergeben sich aus diesen Überlegungen die 
erweiterten Strahlensätze, weil dann die Geraden AB und DE parallel sind.

4.2.1.6 Folgen fortsetzen

In der 5. Klasse lernen die Schülerinnen und Schüler verschiedene Körper und Figuren 
kennen, abstrahieren von Gegenständen des Alltags (Kugel: Fußball, Globus, Orange; 
Quader: Tischplatte, Schrank; Zylinder: Münze, Konservendose; Rechteck: Postkarte, 
Kinokarte; Kreis: Uhr, Darts-Scheibe; Dreieck: Verkehrszeichen), entdecken Beziehun-
gen unter verschiedenen Repräsentanten und entdecken Eigenschaften.

Aufgaben, in denen Folgen fortzusetzen sind, leiten zum entdeckenden Lernen an; aus 
den Eigenschaften der ersten Elemente einer Folge ist auf die weiteren Elemente zu 
schließen. In den Schulbüchern ab Klasse 7 waren im Bereich Geometrie keine fortzu-
setzenden Folgen mehr in den Aufgaben vertreten.

▶ Aufgabe 37: a) Finde heraus, aus wie vielen kleinen Quadraten die 10. Figur zusam-
mengesetzt ist.
b) Gib bei jeder der ersten fünf Figuren an, wie viele Quadrate du in ihr jeweils fin-
den kannst. [delta 1, 77; Klasse 5]

I
II

III
IV
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▶ Aufgabe 38: Aufgabe: Zeichen jeweils die Abbildung in dein Heft und setze sie dann 
dort mit zwei weiteren Figuren fort. [delta 1, 79; Klasse 5]

a) b) c)

Ein und dieselbe Aufgabe kann mit leichten Modifikationen für verschiedene Begriffs-
bildungen verwendet werden; die Folge der kleinen Quadrate etwa dient dann auch 
zum Entdecken des Zusammenhangs von Seitenlänge und Flächeninhalt von Quadra-
ten (oder Rechtecken):

▶ Aufgabe 39: Aufgabe: Übertrage die Tabelle in dein Heft und ergänze sie dann dort. 
[delta 1, 182; Klasse 5]

I
II

III
IV

 
Die zweite Figur dritte Figur vierte Figur fünfte Figur zehnte Figur
ist   -mal so 

groß wie die 
erste.

  -mal so 
groß wie die 
erste

  -mal so 
groß wie die 
erste

  -mal so 
groß wie die 
erste

  -mal so 
groß wie die 
erste  

▶ Aufgabe 40: Aufgabe: Übertrage die Tabelle in dein Heft und ergänze sie dann dort. 
[delta 2, 139; Klasse 6]

I VIIIII IV

 
Figur I II III IV V VI VII
Anzahl der klei-
nen Quadrate 1

Flächeninhalt

▶ Aufgabe 41: Der Flächeninhalt der Figur I beträgt 2 cm².
a) Ermittle für jede der ersten zehn Figuren den Flächeninhalt, wenn das Muster in 
gleicher Weise fortgesetzt wird.
b) Gib bei den ersten zehn Figuren aus Teilaufgabe a) an, um wie viel der Flächenin-
halt von Figur zu Figur zunimmt. [delta 2, 143; Klasse 6]
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I IIIII IV

▶ Aufgabe 42: Sophie zeichnet Muster aus Rechtecken und Rauten (siehe Abbildun-
gen unten).
a) Übertrage die ersten drei Zeichnungen in dein Heft, setze das Muster mindestens 
bis zur sechsten Zeichnung fort und gib bei den ersten sechs Zeichnungen den Flä-
cheninhalt der jeweils innersten Figur an.
b) Ab welcher Figur ist der Inhalt der getönten Teilfigur kleiner als 1 cm², ab welcher 
kleiner als 25 mm² ? [delta 2, 153; Klasse 6]

I IIIII

4.2.2 Geometrische Sätze und Beweise

Dass gerade die Geometrie „mit ihrem deduktiv orientierten Aufbau ein umfangrei-
ches Betätigungsfeld zum Begründen und Beweisen [liefert]“34, stellt auch der Bil-
dungsplan fest.

Konsequenterweise erscheint der Begriff „Beweis“ im Bildungsplan für die Sekundar-
stufe I überhaupt nur ein einziges Mal, und dies im Zusammenhang mit der Geome-
trie. In den Kompetenzen (am Ende) der Klasse 8 heißt es für das Gymnasium unter 
der Leitidee „Vernetzung“: „Prozesse des Begründens verstehen und anwenden, insbe-
sondere bei Beweisen in der Geometrie“35, für die Realschule unter der Leitidee „Raum 
und Form“: „bei Konstruktionen, Berechnungen und einfachen Beweisen Sätze der 
Geometrie anwenden“36. Noch etwas abgeschwächter heißt es für die Werkrealschu-
le ebenfalls unter der Leitidee „Raum und Form“: „den Satz des Pythagoras und den 
Satz des Thales bei Konstruktionen, Berechnungen und Beweisen anwenden“37. Für die 
Hauptschule werden Beweise im Bildungsplan nicht gefordert.

34 Bildungsplan 2004. Allgemein bildendes Gymnasium, S. 93.
35 Bildungsplan 2004. Allgemein bildendes Gymnasium, S. 98.
36 Bildungsplan 2004. Realschule, S. 63.
37 Bildungsplan 2012. Werkrealschule, S. 61.
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Andererseits haben empirische Untersuchungen gezeigt, „dass Schülerinnen und Schü-
ler nicht automatisch das Beweisen lernen, wenn sie Beweise lernen“38: „Insbesondere 
empfinden Schülerinnen und Schüler in der Sekundarstufe I oft kein Beweisbedürfnis 
[...]. Sie akzeptieren das Nachmessen oder das Überprüfen anhand einer Zeichnung 
als Beleg für die Allgemeingültigkeit einer Aussage und sehen nicht die Notwendigkeit 
eines Beweises der Aussage.“39

Der in der Einleitung skizzierte Paradigmenwechsel im Mathematikunterricht – fort 
von einem axiomatischen Aufbau, hin zu einem anwendungsorientiertem, anschauli-
chen Unterrichtsfach – erklärt den fast vollständigen Ausfall des Begriffs „Beweis“ in 
den aktuellen Schulbüchern. Stattdessen ist regelmäßig von „Begründen“ und „Argu-
mentieren“ die Rede, also wesentlich schwächeren Formen des Nachweises von Zu-
sammenhängen.40 Wie schlüssig das Begründen und Argumentieren erfolgt, ist daher 
wesentlich vom Unterricht abhängig, insbesondere von „Unterrichtsmethodik und 
Unterrichtskultur“41.

▶ Aufgabe 43: Laura sagt: „Ich kann beweisen, dass 64 gleich 65 ist:
AQuadrat = 8 cm · 8 cm = 64 cm²; ARechteck = 13 cm · 5 cm = 65 cm².“

①

②

Zeichne ein Quadrat mit der Seitenlänge 8 cm auf Karopapier (nicht in dein Heft). 
Trage dann in dieses Quadrat wie in Abbildung  ① drei Trennungslinien ein und 
markiere die vier Teilfiguren mit vier verschiedenen Farben. Zerschneide hierauf 
das Quadrat längs der Trennungslinien und lege die vier Teile wie in Abbildung ② 
neu zusammen. Was stellst du fest? Laura kann doch nicht Recht haben, oder? 
[delta 1, 194; Klasse 5]

▷ Kommentar: Ein schönes Beispiel für einen geometrischen Scheinbeweis,42 der al-
lerdings die Überzeugungskraft ähnlicher, tatsächlich gültiger Beweise erschüttern 
kann, wenn er nicht ausführlich besprochen wird. Tatsächlich lassen sich die Teile 
nicht so lückenlos zusammenlegen, wie es die Abbildung suggeriert:

38 Weigand et al.: Didaktik der Geometrie für die Sekundarstufe I (2009), S. 44.
39 Ebd., S. 45.
40 Vgl. ebd., S. 47 f.
41 Ebd., S. 49.
42 Zum Problemkreis vgl. Herrmann: Mathematik ist überall (2013), S. 33–38; S. 38: „Was lernen 

wir aus der Aufgabe? Mit einer Zeichnung kann man sich leicht in die Irre führen lassen. Skiz-
zen sind ausgesprochen hilfreich bei der Entdeckung neuer Sachverhalte. Aber sie dürfen nicht 
dazu benutzt werden, irgendetwas beweisen zu wollen. Das müssen wir mit unseren Gedanken 
vollziehen.“
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Im Spalt in der Mitte ist das „überzählige“ Quadrat verborgen; mithilfe des 1. Strah-
lensatzes (der allerdings in der 5. Klasse noch nicht bekannt ist) lässt sich der Beweis 
leicht als ungültig zurückweisen; sauberes Ausschneiden und Zusammenlegen, wie 
in der Aufgabe gefordert, zeigt auch schon, dass hier etwas nicht stimmt.

▶ [Satz:] Wenn man zwei Figuren so zerlegen kann, dass ihre Teile paarweise die glei-
che Form und die gleich Größe besitzen, dann haben diese beiden Figuren den glei-
chen Flächeninhalt.
Wenn man zwei Figuren durch Paare von Figuren, die in Form und Größe überein-
stimmen, so ergänzen kann, dass neue Figuren entstehen, die in Form und Größe 
übereinstimmen, dann besitzen die beiden ursprünglichen Figuren gleichen Flä-
cheninhalt. [delta 2, 138; Klasse 6]

▷ Kommentar: Präsentiert werden Sätze in Form einer Handlungsanweisung. Die Sät-
ze erlauben logische Schlüsse; obwohl beide Sätze nur in Form einer Implikation 
(„Wenn ... dann“) formuliert sind, sind sie auch umkehrbar. Die Sätze müssen in den 
nachfolgenden Aufgaben zur Begründung herangezogen werden.

▶ Aufgabe 44: Übertrage die beiden Zeichnungen in dein Heft. Begründe, dass die ge-
tönten Flächen gleichen Flächeninhalt besitzen und gib seine Größe an. [delta 2, 139; 
Klasse 6].

▷ Kommentar: Mit den weißen Dreiecken der rechten Zeichnung lässt sich die linke 
Figur zu einem Quadrat ergänzen, daher haben die grünen Flächen und das blaue 
Quadrat nach dem angeführten Satz über Ergänzung den gleichen Flächeninhalt. – 
Präsentiert wird ein gut nachvollziehbarer Ansatz für einen Beweis des Satzes des 
Pythagoras.43

43 Vgl. Christian Spannagel / Michael Gieding: The Secret of Pythagoras, http://testkapitel.
mathemooc.de/ [26.08.2013].
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▶ Aufgabe 45: Begründe, dass das Rechteck SUED und das Parallelogramm NORD 
den gleichen Flächeninhalt besitzen. [delta 2, 142; Klasse 6]

D

S

E

U

D

N

R

O

▷ Kommentar: Nach dem oben angeführten Satz über Ergänzung ergänzen die farbi-
gen Dreiecke die weißen Flächen zu zwei flächengleichen Rechtecken, daher haben 
die weißen Flächen den gleichen Flächeninhalt.

▶ [Satz:] Flächeninhalt eines Dreiecks:
Zerlegt man ein Dreieck „auf halber Höhe“ in zwei Teile, so kann man aus diesen 
beiden Teilen stets ein Parallelogramm legen, das den gleichen Flächeninhalt wie das 
Dreieck hat. Also ist A Dreieck BEL = A Parallelogramm BEAU = g · h

2

Allgemein gilt: A Dreieck = g · h
2  („Seitenlänge mal zugehöriger Höhe durch 2“).   [delta 

2, 146; Klasse 6]

h

g gB B

U A

E

L L

E

h
2

▷ Kommentar: Hier wird anschaulich-nachvollziehbar bewiesen, wie man die Formel 
für die Dreiecksfläche auf die Formel für die Parallelogrammfläche zurückführt; die-
se wurde zuvor durch Zerlegen und Umlegen auf die Formel für die Rechtecksfläche 
zurückgeführt.

▶ [Beweis:] Durch Winkelmessungen bei Dreiecken kann man vermuten, dass die 
Summe der drei Winkel 180° ergibt. Diese Eigenschaft soll nun für alle Dreiecke be-
gründet werden.
In Fig. 1 ist ein Dreieck ABC durch eine zur Strecke AB parallele Gerade ergänzt.
Die Winkel α und ε sind Wechselwinkel an parallelen Geraden, also gilt α = ε.
Die Winkel β und δ sind ebenfalls Wechselwinkel, also gilt β = δ.
Da δ, γ und ε zusammen einen gestreckten Winkel bilden, gilt ε + γ + δ = 180°.
Somit gilt auch α + β + γ = 180°. [LS 3, 133; Klasse 7]

C

A B
α β

γ δε

Fig. 1
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▷ Kommentar: Beispiel für einen klassischen geometrischen Beweis, an dem sich un-
terrichtlich nachvollziehen lässt, wie strenges mathematisches Argumentieren vor-
geht. Gleichzeitig ist dieser Beweis ein gutes Beispiel dafür, dass es für Schülerinnen 
und Schüler nicht so einfach ist, Sätze selbst zu beweisen; vermutlich wäre niemand 
auf die Idee gekommen, die Gerade einzuzeichnen und über Wechsel- und Neben-
winkel zu argumentieren.

▶ [Beweis:] Es gibt Vielecke deren Ecken auf einem Kreis liegen. Solche Kreise heißen 
Umkreise der Vielecke. Es wird nun begründet, dass jedes Dreieck einen Umkreis 
besitzt.
Zum Dreieck ABC in Fig. sind die Mittelsenkrechten der Strecken AB und BC ge-
zeichnet. Ihr Schnittpunkt U hat von den Ecken A und B sowie von B und C den 
gleichen Abstand. Also liegen A, B und C auf dem Kreis um U mit Radius UA.
Da der Punkt U von A und C den gleichen Abstand hat, liegt er auch auf der Mittel-
senkrechten der Strecke AC. [LS 3, 141; Klasse 7]

C

A

B
U

·

·

ma

mc

Fig. 1

▷ Kommentar: Ein hübscher Beweis, der allerdings mit der Wendung: „Ihr Schnitt-
punkt U hat von den Ecken A und B sowie von B und C den gleichen Abstand“ das 
zu Beweisende in der Argumentation verwendet. Schönes, doch ungewolltes Beispiel 
für einen Zirkelschluss.

▶ [Beweis:] Es gibt Vielecke deren Seiten einen einzigen Kreis berühren. Solche Kreise 
heißen Inkreise. Es wird nun begründet, dass jedes Dreieck einen Inkreis besitzt.
Zum Dreieck ABC in Fig. 3 sind die Winkelhalbierenden der Winkel α und β ge-
zeichnet. Ihr Schnittpunkt I hat von den Seiten b und c sowie von a und c den glei-
chen Abstand. Deshalb berührt der Kreis um I mit diesem Abstand als Radius alle 
drei Seiten. Da der Punkt I von a und b den gleichen Abstand hat, liegt er auch auf 
der Winkelhalbierenden des Winkels γ. [LS 3, 141; Klasse 7]
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▷ Kommentar: Auch dieser Text beweist nicht, sondern stellt dar.

▶ [Beweis:] Warum kann in einem Dreieck höchstens ein Winkel größer als 90° sein?
Lösung:
Wenn in einem Dreieck zwei Winkel größer als 90° wären, dann wäre die Summe 
dieser beiden Winkel größer als 180°. Dies kann nach dem Winkelsummensatz nicht 
sein. [LS 3, 133; Klasse 7]

▷ Kommentar: Ein Beweis durch Widerspruch, der auf dem modus tollens beruht.

▶ [Beweis:] Durch Winkelmessungen [in] Fig. 1 kann man vermuten, dass die [rot] ge-
zeichneten Dreiecke rechtwinklig sind. Um diese Vermutung allgemein zu begrün-
den, betrachtet man Fig. 2.

A BM

C1

C2
C3

C4

Fig. 1

C

α β

γ

A BM
Fig. 2

Die Strecke MC teilt das Dreieck ABC in zwei gleichschenklige Dreiecke AMC und 
CMB, weil die Punkte A, B und C auf dem gleichen Kreis liegen. Die Winkel α und β 
treten als Basiswinkel bei C auf und ergeben zusammen γ. Es gilt deshalb α + β = γ.
Addiert man auf beiden Seiten der Gleichung γ, erhält man α + β + γ  =  γ + γ. Mit 
dem Satz über die Winkelsumme im Dreieck ABC gilt γ + γ = 180°. Also ist γ = 90°.  
[LS 3, 137; Klasse 7]

▷ Kommentar: Ein klassischer Beweis, der allerdings noch einiges Nachdenken erfor-
dert, insbesondere in der Wendung: „Die Winkel α und β treten als Basiswinkel bei 
C auf “.
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4.2.3 Anwendung von Sätzen / Argumentieren mit Sätzen

▶ Aufgabe 46: Kann man aus den Angaben schließen, dass die Dreiecke ABC und 
A´B´C´ zueinander kongruent sind? Gib an, mit welchen Kongruenzsätzen du ar-
gumentierst.
a) c = 4 cm; α = 70°; β = 65° und c´ = 4 cm; α´ = 70°; γ´ = 45°
b) c = 8,7 cm; β = 45°; γ = 67° und c´ = 8,7 cm; α´ = 45°; β´ = 67°
c) a = 7,8 cm; c = 8,7 cm; α = 45° und a´ = 7,8 cm, c´ = 8,7 cm; α´ = 45°
d) c = 4 cm; b = 7 cm; α = 70° und c´ = 4 cm; b´ = 7 cm; α´ = 70°
e) c = 7 cm; b = 4 cm; a = 5 cm und c´ = 4 cm; b´ = 7 cm; a´ = 5 cm
f) Überlege dir selbst eine ähnliche Aufgabe und gibt sie deinem Nachbarn zur Lö-
sung. [LS 4, 15; Klasse 8]

A B

C

ab

c
α β

γ

▷ Kommentar: Das Argumentieren mit Kongruenzsätzen zählt zum traditionellen 
Fertigkeitsinventar der Schulgeometrie; in wenig anwendungsorientierten oder 
problemhaltigen Aufgaben wie dieser wird das Geschäft jedoch sicherlich rein me-
chanisch erledigt: Teilaufgabe a): Ja wegen zweimal wsw, oder etwas ausführlicher: 
Nach dem Kongruenzsatz wsw sind beide Dreiecke eindeutig konstruierbar; da β´ 
nach dem Innenwinkelsatz 65° beträgt und also β = β´, stimmen die Dreiecke in allen 
Winkeln und Seitenlängen überein.

▶ Aufgabe 47: Gleichschenklige Dreiecke. a) Moritz behauptet: „Bei einem gleich-
schenkligen Dreieck muss ich nur zwei Größen kennen, um es eindeutig konstruie-
ren zu können.“ Was meinst du dazu?
b) Moritz unterstreicht seine Behauptung, indem er drei „Kongruenzsätze für gleich-
schenklige Dreiecke“ formuliert. Wie könnten die lauten?
c) Erfinde drei Konstruktionsaufgaben für gleichschenklige Dreiecke und gib sie dei-
nem Nachbarn zur Lösung
d) Welche Angaben muss man kennen, um ein gleichseitiges Dreieck eindeutig kon-
struieren zu können? [LS 4, 16; Klasse 8]

▷ Kommentar: Die Behauptung in Teilaufgabe a) ist so falsch. Nur in Sonderfällen lässt 
sich ein gleichschenkliges Dreieck eindeutig aus nur zwei allgemeinen Angaben kon-
struieren: Zwei Seitenlängen bestimmen ein gleichschenkliges Dreieck eindeutig, 
wenn die eine weniger als halb so lang wie die andere ist. Eine Seite und der Winkel 
60° bestimmen das Dreieck ebenfalls eindeutig, weil es dann gleichseitig sein muss.
Zu b): Zwei gleichschenklige Dreiecke sind zueinander kongruent, wenn sie in fol-
genden Größen übereinstimmen: 1) Basis und einem Basiswinkel, 2) Basis und dem 
ihr gegenüberliegenden Winkel; 3) Basis und Schenkel; 4) Schenkel und einem Basis-
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winkel; 5) Schenkel und dem der Basis gegenüberliegenden Winkel. – Die Angaben 
müssen also eindeutig den Stücken im gleichschenkligen Dreieck zugeordnet sein, 
und die Angabe von nur zwei Winkeln ist nicht ausreichend.
Zu d): Eine Seitenlänge, dann ist das Dreieck nach dem Kongruenzsatz sss eindeutig 
bestimmt.

▶ Aufgabe 48: Konstruiere ein Viereck mit den angegebenen Seiten und Winkeln. Be-
gründe mithilfe der Kongruenzsätze für Dreiecke, dass die Lösung eindeutig ist.
a) α = 32°; a = 6 cm; b = 1,5 cm; d = 4 cm; e = 5,5 cm
b) α = 68°; β = 80°; δ = 98°; b = 3 cm; f = 4,5 cm
c) a = 3 cm; b = 4,5 cm; β = 118°; γ = 20°; δ = 190° [LS 4, 24; Klasse 8]

▷ Kommentar: Zunächst markiert man in der Skizze eines allgemeinen Vierecks die 
gegebenen Stücke und wendet dann die Kongruenzsätze an. Erst im letzten Schritt 
wird das Viereck tatsächlich konstruiert.
a) ∆ ABC eindeutig nach sss, ∆ ABD eindeutig nach sws
b) ∆ BCD eindeutig nach Ssw (γ errechnet), ∆ ABD eindeutig nach wsw (β´ und δ´ 
errechnet)
c) ∆ ABC eindeutig nach sws; ∆ ACD eindeutig nach wsw (α´ und γ´ errechnet)

▶ Aufgabe 49: Zeichne ein gleichseitiges Dreieck. Trage an allen Seiten gleich lange 
Strecken ab und verbinde die Schnittpunkte (Fig. 1). Zeige, dass auch das so entstan-
dene Dreieck gleichseitig ist. [LS 4, 29; Klasse 8]

Fig. 1

▷ Kommentar: Die drei weißen Dreiecke sind nach dem Kongruenzsatz sws kongru-
ent, da nach Konstruktion in jedem der weißen Dreiecke die rote Seite, die schwarze 
Seite sowie der von ihnen eingeschlossene Winkel (60°, gleichseitiges Dreieck) über-
einstimmen; demnach sind die drei Seiten des inneren, eingefärbten Dreiecks gleich 
lang.

▶ Aufgabe 50: James Abram Garfield (1831–1881) war der 20. Präsident der Vereinigten 
Staaten von Amerika. Während seiner Zeit als Kongressabgeordneter entdeckte er 
einen Beweis des Satzes von Pythagoras. Dabei werden zwei kongruente Dreiecke 
wie in Fig. 5 aneinander gelegt.
a) Begründe, dass γ = 90° ist.
b) Das Viereck ABCD ist ein Trapez. Gib seinen Flächeninhalt auf zwei verschiede-
ne Arten an. Gelingt es dir, damit die bekannte Pythagorasgleichung herzuleiten?   
[LS 5, 53; Klasse 9]
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D C

A B

·

·

γ Fig. 5

▷ Kommentar: Die Dreiecke ∆ ABE und ∆ CDE sind durch Konstruktion kongruent, 
daher betragen die Winkel ε1 und ε2 an E zusammen 90°. Wegen ε1 + ε2 + γ = 180° 
ist γ = 90°. – BCE ist daher nach Konstruktion ein gleichschenklig-rechtwinkliges 
Dreieck. – Die Trapezfläche beträgt einerseits (AB + CD) · (AB + CD) : 2 [das Pro-
dukt von Höhe und Mittellinie], andererseits 2 · (AB · CD) : 2 + (CE · BE) : 2 [Summe 
der Flächen der zwei kongruenten Dreiecke und des gleichschenklig-rechtwinkli-
ges Dreiecks]. Durch Gleichsetzen der beiden Flächeninhalte und Ersetzen von CE 
durch die gleich lange Strecke BE und CD durch die gleich lange Strecke AE ergibt 
sich: AB² + AE² = BE².
Bei näherer Betrachtung handelt es sich um dieselbe Beweisidee wie in ▶ Aufgabe 
44.44

4.2.4 Größenänderungen

Im Grenz- bzw. Überschneidungsgebiet von Geometrie und funktionalen Zusammen-
hängen befinden sich mitunter Aufgaben, in denen nach der Änderung von Maßen 
in Abhängigkeit von Längenänderungen bei Figuren und Körpern gefragt wird. Inte-
ressant werden derartige Aufgaben vor allem, wenn sie zum selbsttätigen Entdecken, 
vielleicht auch im Zusammenhang mit dem Einsatz von Geometrie-Computerpro-
grammen, einladen. Vermutungen können so aufgestellt und anhand bekannter Sätze 
nachvollzogen bzw. begründet werden.45

▶ Aufgabe 51: Wie ändert sich der Oberflächeninhalt eines Würfels, wenn die Länge 
jeder seiner Kanten verdoppelt wird? [delta 1, 196; Klasse 5]

▶ Aufgabe 52: a) Wie ändert sich der Oberflächeninhalt 6 cm² eines Würfels, wenn die 
Länge jeder seiner Kanten verdreifacht (verzehnfacht) wird?
b) Wie ändert sich der Oberflächeninhalt eines Quaders (Kantenlängen: 1,6  cm; 
4  cm; 2,4  cm), wenn die Länge jeder seiner Kanten verdoppelt (halbiert) wird? 
[delta 1, 197; Klasse 5]

▷ Kommentar: Das Signalwort „wenn“ weist auf logischen Gehalt der Aufgaben hin. 
Die erste Aufgabe lädt zum Nachdenken und logischen Schlussfolgern ein, die zweite 
Aufgabe lässt sich dagegen durch bloßes Einsetzen in Formeln und Berechnen lösen. 

44 Zum „Präsidenten-Beweis“ des Satzes des Pythagoras siehe auch Herrmann: Mathematik ist 
überall (2013), S. VII–VIII.

45 Ulm: Mathematik für individuelle Lernwege öffnen. Sekundarstufe (2004), S. 107–137: Konstru-
ieren mit dynamischer Mathematik – Experimentieren und Problemlösen am PC.
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Wird die erste Aufgabe zuerst gelöst, lassen sich allerdings die Ergebnisse durch die 
Berechnungen der zweiten Aufgabe überprüfen.

4.2.5 Raumgeometrie, Vektoren

Mit der Raumgeometrie betritt die Schulmathematik ein Übergangsgebiet zwischen 
Geometrie und Algebra, das ein vergleichsweise hohes Abstraktionsniveau erfordert. 
Argumentieren (und beweisen) mit Vektoren kann einen neuen Blick auf geometrische 
Zusammenhänge eröffnen. Durch die Verkürzung der Gymnasialzeit auf acht Schul-
jahre hat das Thema „Vektoren“ Eingang in den Stoff der Klasse 10 gefunden, fällt also 
in das Untersuchungsgebiet der vorliegenden Arbeit.

▶ Aufgabe 53: Betrachtet wird ein [räumlichen] Koordinatensystem [mit drei Achsen] 
mit der Einheit 1 cm.
a) Wie muss eine Strecke liegen, damit man ihre Länge direkt aus der Zeichnung mit 
einem Lineal ablesen kann?
b) Für welche Strecken kann man ihre Längen nicht direkt mit einem Lineal ablesen? 
[LS 6, 74; Klasse 10]

▷ Kommentar: Nur von Strecken, die in der x2-x3-Ebene liegen, kann die Länge direkt 
aus der Zeichnung abgelesen werden [sofern die x1-Achse nach vorn gezeichnet wird, 
wie im Buch vorgeschlagen].

▶ Aufgabe 54: Wo liegen in einem räumlichen Koordinatensystem alle Punkte, deren
a) x1-Koordinate (x2-Koordinate, x3-Koordinate) Null ist,
b) x2-Koordinate und x3-Koordinate Null sind? [LS 6, 74; Klasse 10]

▷ Kommentar: Die Aufgabe stellt den Zusammenhang zwischen den Koordinatenach-
sen und den von ihnen aufgespannten Ebenen her. Strukturell eine „Wenn-dann“-
Aufgabe.

▶ Aufgabe 55: Die rote Gerade (Fig. 3) geht durch P und Q.
a) Bestimme die Koordinaten von P und Q.
b) Gib die Koordinaten von drei Punkten an, die auf der roten Geraden liegen.
c) Was kann man über die Koordinaten aller Punkte der roten Geraden sagen?   
[LS 6, 77; Klasse 10]

1

–1x1

x2

x3

P Q

1,5 3

Fig. 3

–1
0

1
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▷ Kommentar: Die Aufgabe erfordert eine Kombination aus räumlichem Vorstellungs-
vermögen und logischem Denken, jede mögliche Antwort muss in Wenn-Dann-
Fragen überprüft  werden, ob sie die Zeichnung erfüllt. Insbesondere verführt die 
Zeichnung dazu anzunehmen, die (rote) Gerade verlaufe durch die –1 auf der x1-
Achse. – Zu Teilaufgabe a): P (1 | 1,5 | 1), Q (1 | 3 | 1); zu Teilaufgabe c): alle Punkte auf 
der Geraden haben als x1- und als x3-Koordinate den Wert 1.

▶ Aufgabe 56: Das Kommutativgesetz und Assoziativgesetz der Addition [...] kann 
man auch rechnerisch begründen. Zum Beispiel:

Ist a⃗ = ( a1
a2

) und b⃗ = ( b1
b2

), so gilt:

a⃗ + b⃗ = ( a1
a2

) + ( b1
b2

) = ( a1 + b1
a2 + b2

) = (b1 + a1
b2 + a2

) = ( b1
b2

) + ( a1
a2

) = b⃗ + a⃗.

a) Begründe rechnerisch das Assoziativgesetz der Addition von Vektoren.
b) Begründe rechnerisch das Assoziativgesetz der Multiplikation von Zahlen mit 
Vektoren.
c) Begründe rechnerisch die Distributivgesetze der Multiplikation von Zahlen mit 
Vektoren. [LS 6, 86; Klasse 10]

▷ Kommentar: Eine rein algebraische Aufgabe, die die Gesetze im Grunde mithilfe von 
Kettenschlüssen in Form von Gleichungsketten beweist.

▶ [Satz:] So kann man die Lage zweier Geraden g: x⃗ = p⃗ + r · u⃗ und h: x⃗ = q⃗ + s · v⃗ be-
stimmen: [LS 6, 93; Klasse 10]

Sind die Richtungsvekto-
ren u⃗ und v⃗ zueinander 

parallel?

ja

     
 nein

Liegt der Punkt P mit 
dem Ortsvektor p⃗ auf der 

Geraden h?
   

Hat die Gleichung
p⃗ + r · u⃗ = q⃗ + s · v⃗

eine eindeutige Lösung?

ja

    
 nein

     
ja

    
 nein

Die zwei Vekto-
ren beschreiben 

die gleiche 
Gerade

 

Die Geraden 
g und h sind 
zueinander 

parallel
 

Die Gera-
den g und h 

 schneiden sich

 

Die Geraden 
g und h sind 
zueinander 
windschief
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▷ Kommentar: Dargeboten wird in Form eines Entscheidungsbaums eine Möglichkeit, 
um die gegenseitige Lage von Geraden im Raum zu ermitteln:
∀ g, h : (u⃗ || v⃗) ∧ ¬ (P ∊ h) → (g || h).

▶ Aufgabe 57: Gibt es für die Variablen a, b, c, d Zahlen, so dass

g: x⃗ = (
1
a
2

) + r · (
b
3
4

) und h: x⃗ = (
c
0
3

) + s · (
3
1
d

)

a) identisch
 
sind; b) zueinander parallel und verschieden sind,

c) sich schneiden; d) zueinander windschief sind? [LS 6, 99; Klasse 10]

▷ Kommentar: Die Aufgabe führt zu verschiedenen linearen Gleichungssystemen; zur 
Lösung ist der Entscheidungsbaum zur Bestimmung der gegenseitigen Lage von Ge-
raden im Raum heranzuziehen. Die beiden Richtungsvektoren sind z.B. parallel für 

b = 9 und d = 4⁄3 als Lösungen des linearen Gleichungssystems (
r · b = 3
r · 3 = 1
r · 4 = d

).

Aussagenlogisch
 
liegen demnach folgende Überlegungen zugrunde: Notwendige Be-

dingung dafür, dass die Geraden identisch sind, ist, dass sie parallel sind. Sie sind 
parallel genau dann, wenn ihre Richtungsvektoren linear abhängig sind. Diese sind 
linear abhängig genau dann, wenn der eine Vektor als Produkt des anderen und einer 
reellen Zahl darstellbar ist.

▶ Aufgabe 58: Wie erkennt man an den Koordinaten eines Punktes [im Raum], dass er
a) in der x2x3-Ebene liegt,
b) nicht in der x1x3-Ebene liegt,
c) weder in der x1x2-Ebene noch in der x1x3-Ebene liegt? [LS 6, 103; Klasse 10]

▷ Kommentar: Aussagenlogische Formulierungen zu a):
– Ein Punkt liegt in der x2x3-Ebene genau dann, wenn seine x1-Koordinate Null ist.
– Wenn ein Punkt in der x2x3-Ebene liegt, dann ist seine x1-Koordinate Null.
– Wenn die x1-Koordinate eines Punktes Null ist, dann liegt er in der x2x3-Ebene.
– Für alle Punkte der x2x3-Ebene gilt: ihre x1-Koordinate ist Null.
– Für alle Punkte, deren x1-Koordinate Null ist, gilt: sie liegen in der x2x3-Ebene.
–  Es gibt keinen Punkt der x2x3-Ebene für den gilt: seine x1-Koordinate ist von Null 

verschieden.
–  Es gibt keinen Punkt mit einer von Null verschiedenen x1-Koordinate, für den gilt: 

der Punkt liegt in der x2x3-Ebene.

▶ Aufgabe 59: Fig. 1 zeigt die Skizze eines Quaders. Für seine Kantenlängen gilt: AB = 
5 cm; BC = 3 cm und CG = 4 cm. Der Punkt M ist die Mitte der Kante CG. Schneiden 
sich die Geraden durch die Ecken A und M sowie B und H? Begründe deine Ant-
wort. [LS 6, 103; Klasse 10]



59

A B

CD

E F

GH

M

▷ Kommentar: Es gibt verschiedene Möglichkeiten, um zur Lösung zu gelangen. Man 
kann z.B. den Punkt A in den Nullpunkt setzen, dann hat die Gerade AM den Stütz-

vektor (
0
0
0

) und den Richtungsvektor  A⃗M =  A⃗B +  B⃗C +  C⃗M = (
–3
5
2

). Da die beiden Gera-

den sicher nicht identisch
 
sind, sind mit dem obigen Entscheidungsbaum die Bedin-

gungen für die Existenz eines Schnittpunkts zu prüfen. Die notwendige Bedingung 
(Geraden nicht parallel) ist offensichtlich erfüllt, zu prüfen ist die zweite Bedingung 
(eindeutige Lösung der angegebenen Gleichung). Zusammen bilden die beiden Be-
dingungen eine hinreichende Bedingung für die Existenz eines Schnittpunkts.
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4.3 Algebra

4.3.1 Gleichungen mit einer Unbekannten

Der Ausdruck „1 + 1“ ist keine Aussage und keine Gleichung. Als Rechenaufgabe ge-
stellt, handelt es sich jedoch um die Aufforderung, eine wahre Aussage in Form einer 
Gleichung zu formulieren, nämlich „1 + 1 = 2“. Bei dem Ausdruck „1 + 1 = 3“ handelt 
es sich ebenfalls um eine Aussage, allerdings um eine falsche; landläufig würde man 
sagen, die Aufgabe wurde falsch gelöst. Die Gleichung behauptet, dass der Ausdruck 
links vom Gleichheitszeichen denselben Wert hat wie der Ausdruck rechts vom Gleich-
heitszeichen. Ist dies der Fall, ist die Gleichung richtig bzw. die Aussage wahr.46

Gleichungen begegnen allerdings nicht immer in der Form „1 + 1 = 2“, sondern häufig 
als Aussageformen der Gestalt „1 + 1 = x“. Alle Zahlen, die für x eingesetzt werden kön-
nen und die Aussageform so in eine wahre Aussage überführen, heißen Lösungen der 
Gleichung, die Menge aller Lösungen einer Gleichung heißt Lösungsmenge 𝕃.

∀ x ∈ {2} : 1 + 1 = x

Auf den beiden Seiten einer Gleichung stehen Terme, d. h. sinnvolle mathematische 
Ausdrücke aus Konstanten, Variablen, Zahlzeichen, Rechenzeichen und anderen 
Operatoren. Alle Zahlen, die für die Variablen auf beiden Seiten der Gleichung einge-
setzt werden dürfen, bilden die Definitionsmenge, die wiederum eine Teilmenge der 
Grundmenge als dem größten den Schülerinnen und Schülern bekannten Zahlbereich 
ist. Beispiel: Die Definitionsmenge der Gleichung √x = 4 ist die Menge aller nicht-ne-
gativen reellen Zahlen, weil das Wurzelzeichen erst im Zusammenhang mit den reellen 
Zahlen sinnvoll ist und weil der Radikand per definitionem eine nicht-negative Zahl ist.

▶ Aufgabe 60: Gibt es Gleichungen, die unendlich viele Lösungen besitzen?   
[delta 1, 48; Klasse 5]

▷ Kommentar: Gleichungen der Form „x = x“ heißen Tautologien, in sie kann jede be-
liebige Zahl für x eingesetzt werden: ∀ x ∈ ℝ : x = x. Aussagenlogisch besitzt auch die 
Gleichung 1 = 1 unendlich viele Lösungen, denn ∀ x ∈ ℝ : 1 = 1.

4.3.2 Aufstellen von Gleichungen

▶ Aufgabe 61: Übersetze jeweils den Text in eine Gleichung und finde ihre Lösung.
a) Welche natürliche Zahl muss man zur Summe der zwei kleinsten Primzahlen ad-
dieren, um die kleinste dreistellige Primzahl zu erhalten?
b) Zu welcher natürlichen Zahl muss man die kleinste ungerade dreistellige Zahl, 
die man aus den drei Ziffernkärtchen legen kann, addieren, um die größte gera-

46 Zur Sache vgl. Tarski: Einführung in die mathematische Logik (1971), S. 72–74: Die Gleichheit 
in der Arithmetik und in der Geometrie und ihre Beziehung zu der logischen Identität.
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de dreistellige Zahl zu erhalten, die man aus diesen Ziff ernkärtchen legen kann?  
[delta 1, 49; Klasse 5]

2

3
8

▷ Kommentar: a) 2 + 3 + x = 101; b) x + 283 = 832. – Logische Überlegungen beinhaltet 
vor allem die zweite Teilaufgabe bei der Ermittlung der dreistelligen Zahlen. Darüber 
hinaus trainiert die Aufgabe Textverständnis und die Fertigkeit, Terme aufzustellen.

▶ Aufgabe 62: Im Kino waren in der zweiten Nachmittagsvorstellung 16 Erwach-
sene und dreimal so viele Kinder. Die Erwachsenen zahlten je 8  € Eintritt, die 
Kinder die Hälft e. Berechne die Gesamteinnahmen bei dieser Veranstaltung.  
[delta 1, 117; Klasse 5]

▷ Kommentar: Wenn 16 Erwachsene je 8 € Eintritt zahlten, dann wurden daraus Ein-
nahmen von 16 · 8 € = 128 € erzielt. Wenn es 16 Erwachsene und dreimal so viele Kin-
der gab, dann waren es 3 · 16 = 48 Kinder. Wenn Erwachsene 8 € Eintritt zahlten und 
Kinder die Hälft e, dann zahlten Kinder 4 € Eintritt. Wenn 48 Kinder je 4 € Eintritt 
bezahlten, dann wurden daraus Einnahmen von 48 · 4 € = 192 € erzielt. Wenn man 
die beiden Einnahmen zusammenzählt, dann erhält man die Gesamteinnahmen von 
128 € + 192 € = 320 €. – Die Aufgabe ist vollständig durch logische Schlüsse zu lösen. 
Das Aufstellen eines Terms z. B. mit den Variablen a (Anzahl Erwachsene) und e 
(Eintrittspreis Erwachsene) würde die Berechnung erleichtern, doch wird das Term-
aufstellen von den Schülerinnen und Schülern erst später erlernt: a · e + 3a · 0,5 e = 
a · e + 1,5 · ae = 2,5 · a · e. Einsetzen liefert Einnahmen von 2,5 · 16 · 8 € = 320 €.

▶ Aufgabe 63: In Wanne A steht das Wasser 20 cm hoch. Jede Minute steigt der Was-
serstand durch den Wasserzulauf um 0,6 cm. In Wanne B ist das Wasser 10 cm hoch 
und jede Minute steigt es um 1,6 cm. [LS 3, 101; Klasse 7]
a) Beschreibe den Wasserstand der Wannen A und B jeweils mit Termen.
b) Nach wie viel Minuten sind beide Wannen gleich hoch gefüllt?
c) Wie hoch steht das Wasser dann?

▷ Kommentar: Die Aufgabe ist ein Vorgriff  auf das Kapitel „lineare Gleichungssyste-
me“, kann aber durch entsprechende Überlegungen gelöst werden:
20 + 0,6 · t = 10 + 1,6 · t ⇔ t = 10
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4.3.3 Lösen von Gleichungen

4.3.3.1 Lösen durch Probieren

Es gibt verschiedene Methoden, um Gleichungen zu lösen. Gerade bei einfachen Glei-
chungen ist das (gezielte, systematische) Probieren eine wirkungsvolle Methode.47

▶ Aufgabe 64: Löse jeweils die Gleichung durch Überlegen und gezieltes Probieren; 
x ist dabei eine natürliche Zahl. Gib die Lösung als Satz oder in Form der Lösungs-
menge 𝕃 an. [delta 1, 49; Klasse 5]
a) x + 4 = 21 b) x – 6 = 18 c) 21 – x = 21
d) 2 · x = 98 e) 90 : x = 18 f) x · 5 + 6 = 66

▶ Aufgabe 65: Finde jeweils heraus, für welche natürliche Zahl gilt: [delta 1, 115; 
Klasse 5]
a) 27 · x = 108 b) (1 + 2 + 3 + 4) + x = (1 · 2 · 3) · x
c) 3n = 243 d) 60 – x = 4 · x + 10 e) 50 + y = 100 – y

▷ Kommentar: Die Aufgabe gehört zum Schulbuchabschnitt „Finden von Lösungs-
mengen durch gezieltes Probieren“. Teilaufgabe a) kann durch Abschätzen und Pro-
bieren leicht gelöst werden (x = 4); in Teilaufgabe b) sollte zunächst zusammenge-
fasst werden zu 10 + x = 6 · x, wegen der Kombination von + und · muss x eine recht 
kleine Zahl sein (x = 2) usw. – Diese Art von Aufgaben eignet sich auch gut zum 
Training von Kopfrechenfähigkeiten.

▶ Aufgabe 66: Finde jeweils heraus, wie viele Brüche es gibt, die die beiden angegebe-
nen Eigenschaften besitzen.
a) Der Summenwert von Zähler und Nenner ist 100, und der Nenner ist viermal so 
groß wie der Zähler.
b) Der Summenwert von Zähler und Nenner ist kleiner als 100, und der Nenner ist 
viermal so groß wie der Zähler. [delta 2, 33; Klasse 6]

▷ Kommentar: Teilaufgabe a) Der gesuchte Bruch muss zwei Bedingungen erfüllen, ge-
funden wird er durch systematisches Probieren. Nach der zweiten Bedingung gehört 

er zur Folge 1
4 , 2

8 , 3
12, 4

16, ...; es handelt sich um den Bruch 20
80. Zu finden wäre er 

auch mit dem linearen Gleichungssystem ( x + y = 100
x · 4 = y ). – Teilaufgabe b) Es sind die 19 

Brüche von 1
4 bis 19

76 . Sie sind auch zu finden mit dem linearen Ungleichungssystem 

(
x + y < 100
x · 4 = y ).

▶ Aufgabe 67: Löse jeweils die Gleichung durch Überlegen und gezieltes Pro-
bieren (x ist dabei eine natürliche Zahl) und gib die Lösungsmenge an.   
[delta 2, 51; Klasse 6]

a) x + 1
x + 7 = 1

3  b) x + 20
x + 10  = 6

5  c) x
x² – 192  = 1

4

47 Vollrath / Weigand: Algebra in der Sekundarstufe (2007), S. 236 f.
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▷ Kommentar: Zu Teilaufgabe a): Da x eine natürliche Zahl sein soll, muss x + 7 offen-
bar ein Vielfaches von 3 sein, schon der erste Versuch mit x = 2 ergibt eine Lösung. – 
Zu Teilaufgabe b): x + 10 muss ein Vielfaches von 5 sein, also auch x. Probieren ergibt 
x = 40. – Zu Teilaufgabe c): Das Quadrat von x muss größer als 192 sein, also x > 13. 
Probieren ergibt x = 16.

▶ Aufgabe 68: Gesucht sind vier Brüche, deren Nenner jeweils sechsmal so groß wie 
ihr Zähler ist. Finde sie durch Überlegen. [delta 2, 52; Klasse 6]
a) Addiert man Zähler und Nenner des ersten Bruchs, so ergibt sich als Summen-
wert 91.
b) Der Summenwert von Zähler und Nenner des zweiten Bruchs ist eine einstellige 
Primzahl.
c) Der Nenner des dritten Bruchs ist eine zweistellige Quadratzahl.
d) Der Zähler des vierten Bruchs ist die kleinste dreistellige Primzahl.

▷ Kommentar: Die Denksportaufgabe trainiert neben logischem Denken auch das 
Wissen über Quadrat- und Primzahlen sowie Rechenfertigkeit. Das Vorgehen ent-
spricht dem von ▶ Aufgabe 66.

▶ Aufgabe 69: a) Zu einer Party sind bereits alle 24 eingeladenen Mädchen, aber erst 10 
der eingeladenen Jungen gekommen. Wie viele Jungen fehlen noch, wenn ein Drittel 
der eingeladenen Gäste Jungen sind?
b) Zu einer Party sind 24 Mädchen und 10 Jungen eingeladen. Keine Jungen, aber 
einige der Mädchen haben abgesagt, sodass dann bei der Party ein Drittel aller Gäste 
Jungen sind. Wie viele Mädchen haben abgesagt? [delta 2, 52; Klasse 6]

▷ Kommentar: In Teilaufgabe a) kommt man durch logische Überlegungen zu folgen-
dem Schluss: Wenn ein Drittel der Eingeladenen Jungen sind, dann sind zwei Drittel 
Mädchen; wenn 24 Mädchen zwei Drittel der Gäste sind, dann sind 12 Personen ein 
Drittel der Gäste; wenn erst 10 Jungen anwesend sind, dann fehlen noch zwei.

4.3.3.2 Lösen durch Termvergleich / durch Gegenoperatoren

Neben Probieren ist eine wirkungsvolle Methode zum Lösen von Gleichungen das 
Durchführen eines Termvergleichs 48, d. h. auf der Gegenseite der Gleichung werden 
dieselben Operationen vorausgesetzt: „x · 5 + 6 = 66“, demnach ist „66“ auch aus der 
Summe einer Zahl und 6 zusammengesetzt („60 + 6“), folglich ist „x · 5“ gleich „60“. 
Im nächsten Schritt lässt sich 60 als Produkt von einer Zahl und 5 schreiben („12 · 5“), 
folglich ist x gleich 12:

48 Vollrath / Weigand: Algebra in der Sekundarstufe (2007), S. 236.
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 x · 5 + 6 = 66
 x · 5 + 6 = 60 + 6
 x · 5 = 60
 x · 5 = 12 · 5
 x = 12

Das Verfahren besteht aus einer Abfolge von logischen Schlüssen und lässt sich auch 
anschaulich gut nachvollziehen. Der Übergang zum Gleichungslösen durch Äquiva-
lenzumformungen ist unproblematisch.

Eng verwandt ist die Methode des Lösens durch Gegenoperatoren49 bzw. das „rückwärts 
Denken“ (so LS 3, 97; Klasse 7). Zu lösen ist wiederum die Gleichung x · 5 + 6 = 66. Es 
wird also x zunächst mit 5 multipliziert, dann wird 6 addiert. Vom Ergebnis 66 wird 
jetzt „rückwärts gedacht“: erst 6 subtrahieren, dann durch 5 dividieren, das Ergebnis ist 
die gesuchte Zahl: x = (66 – 6) : 5.

▶ Aufgabe 70: Bestimme die Lösung im Kopf (durch Ausprobieren bzw. durch „rück-
wärts denken“). [LS 3, 97; Klasse 7]
a) b + 6 = 8 b) 15 – g = 7 c) 6d = 48
d) 6 x = –25 e) 3, 5 = 7v f) 0 = 3c – 12

g) –3a = – 3
7   h) 1

9 x = 1

4.3.3.3 Lösen durch Anwenden von Sätzen und Rechenregeln

▶ Aufgabe 71: Übertrage jeweils die Angabe in dein Heft und setze dann dort an Stel-
le des Platzhalters diejenige ganze Zahl ein, mit der eine wahre Aussage entsteht. 
[delta 1, 68; Klasse 5]
a) (+5) – ■ = –5 b) ■ – (+7) = –7 c) (–12) – ■ = 0
d) (–4) – ■ = –10 e) ■ – (+7) = –15 f) (+20) – ■ = –13
g) ■ – (+155) = –65 h) (+105) – ■ = 245 i) (+8) – ■ = (–4) + ■

▷ Kommentar: Die Angaben zur Addition und Subtraktion lassen sich in ein Ver-
schieben des Punktes auf dem Zahlenstrahl „übersetzen“; zu überlegen ist, in wel-
che Richtung verschoben werden muss. Beispiele: Teilaufgabe a): +5 liegt auf dem 
Zahlenstrahl weiter rechts als –5, also muss nach links verschoben werden; da hier 
Subtraktion vorgegeben ist, Linksverschiebung durch Subtraktion einer positiven 
Zahl (nämlich +10). – Teilaufgabe c): –12 liegt auf dem Zahlenstrahl links der Null, 
also muss nach rechts verschoben werden; da Subtraktion vorgegeben ist, Rechtsver-
schiebung durch Subtraktion einer negativen Zahl (nämlich –12). Anderer Lösungs-
weg: Die Differenz zweier gleicher Zahlen ist Null, also muss die Differenz von –12 
und –12 gebildet werden.

49 Vollrath / Weigand: Algebra in der Sekundarstufe (2007), S. 236.
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▶ Aufgabe 72: Übertrage jeweils die Angabe in dein Heft und ergänze dann dort die 
fehlenden Vorzeichen so, dass eine wahre Aussage entsteht. [delta 1, 68; Klasse 5]
a) (■12) – (■4) = +8 b) (■12) – (■4) = +16 c) (■9) – (■5) = –4
d) (–17) – (■12) = –5 e) (■16) – (–8) = –8 f) (■18) – (■10) = –8

▷ Kommentar: Die Aufgabe soll analog zur vorigen gelöst werden, ist aber schneller 
durch Ausprobieren gelöst. Das Ausprobieren setzt aber wiederum logische Über-
legungen in Gang, wie sie erwünscht sind; zum Beispiel in Teilaufgabe e): Wenn ich 
den Punkt +16 auf dem Zahlenstrahl um 8 rechtsverschiebe, komme ich zur +8, also 
muss ich bei –16 ansetzen.

▶ Aufgabe 73: Übertrage jeweils die Angabe in dein Heft und ergänze dann dort die 
Multiplikation so, dass eine wahre Aussage entsteht. [delta 1, 138; Klasse 5].
a) (–6) · (◆) = –48 b) (+8) · (◆) = 240 c) (◆) · (–17) = 68
d) (–23) · ◆ = 0 e) 0 · (◆) = 0 f) (◆) · (–30) = (–1200)

▷ Kommentar: Zunächst ist das Vorzeichen der einzusetzenden Zahl mit Hilfe der Sät-
ze über Vorzeichen bei der Multiplikation ganzer Zahlen zu bestimmen. Bei den 
Teilaufgaben d) und e) ist der Satz über Multiplikation mit Null anzuwenden.

▶ Aufgabe 74: Berechne jeweils möglichst im Kopf den Wert des Platzhalters ■. 
[delta 2, 37; Klasse 6]

a) 1
3  von ■ ist 15 kg. b) 2

3  von ■ sind 26 km. c) 1
4  von ■ ist 25 l.

d) 9
11  von ■ sind 81 t. e) 4

13  von ■ sind 8 cm. f) 2
9  von ■ sind 100 €.

▷ Kommentar: Die Aufgaben sind nach dem Prinzip des Dreisatzes zu lösen: Wenn ein 
Drittel 15 kg sind, dann sind drei Drittel = ein Ganzes 45 kg. Wenn neun Elftel 81 t 
sind, dann ist ein Elftel 9 t und sind elf Elftel = ein Ganzes 99 t.

4.3.3.4 Lösen durch Äquivalenzumformungen

Zur Lösung von Gleichungen nimmt man vorzugsweise Äquivalenzumformungen 
vor, bei denen beide Seiten der Gleichung so verändert werden, dass sich die Lösungs-
menge der Gleichung nicht ändert.

Die beiden wichtigsten Äquivalenzumformungen sind: Addieren einer rationalen bzw. 
reellen Zahl auf beiden Seiten der Gleichung und Multiplizieren beider Seiten der Glei-
chung mit einer rationalen bzw. reellen Zahl (außer der Null):

 2 x + 1 = 3 | + (–1)
⇔ 2 x + 1 + (–1) = 3 + (–1)
⇔ 2 x = 2 | · 0,5
⇔ 2 x · 0,5 = 2 · 0,5
⇔ x = 1
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Da hier nur Äquivalenzumformungen vorgenommen wurden, ist die Lösungsmenge 
der letzten Zeile dieselbe wie die der ersten Zeile, oder aussagenlogisch: Jede reelle 
Zahl, die die letzte Aussageform durch Einsetzen in eine wahre Aussage überführt, 
überführt auch die erste Aussageform durch Einsetzen in eine wahre Aussage, und 
umgekehrt. Die Lösungsmenge der Gleichung „x = 1“ ist dieselbe wie die Lösungsmen-
ge der Gleichung „2 x + 1 = 3“.

Die beidseitige Subtraktion einer Zahl oder Division mit einer Zahl (außer der Null) 
lässt sich, wie im Beispiel gezeigt, auf beidseitige Addition bzw. Multiplikation zurück-
führen und ist daher ebenfalls erlaubt.

▶ Aufgabe 75: Zeige, dass die Gleichungen äquivalent sind. [LS 3, 99; Klasse 7]
a) 8b = 3b + 5 und 5b = 5 b) 6n – 6 = 3 – 3n und 6n = 6
c) 15 – 3x = 0 und 2x = 5 + x d) 2d + 3 – (+d) = –5d und d + 4 = –2 – 11d

▷ Kommentar: Zu zeigen ist die Äquivalenz, indem durch entsprechende Gleichungs-
umformungen die erste zur zweiten Gleichung umgeformt wird, z. B. in Teilaufga-
be b):

 15 – 3x = 0 | – 15
 –3x = –15 | : (–3)
 x = 5 | + x
 2x = 5 + x

▶ Aufgabe 76: Löse die Gleichung mithilfe von Äquivalenzumformungen.   
[LS 3, 99; Klasse 7]
a) 9b + 3 = 7b + 11 b) 5 + 7x = 45 + 3x c) 5d + 4 = 4 + d
d) 16v + 7 = 15v + 1

▶ Aufgabe 77: Vereinfache zunächst beide Seiten der Gleichung und löse dann mithilfe 
von Äquivalenzumformungen. Mache abschließend die Probe. [LS 3, 100; Klasse 7]
a) 32x + 43 – 20x = –25 – 45x + 30 b) 12 – 9b + 15 – 5b = 14 – 8b + 6
c) –41 + 26t = 2t + 20t – 53 – 72 d) 4f + 49 – 13f – 78 + 23f = 0

▷ Kommentar: Die Aufgabe trainiert vor allem Fertigkeiten bei der Zusammenfassung 
von Termen; eine Probe ist bei korrekten Äquivalenzumformungen wie dargelegt 
nicht erforderlich.

4.3.3.5 Lösen durch Gewinn- und Verlustumformungen

Außer den Äquivalenzumformungen gibt es Umformungen von Gleichungen, die die 
Lösungsmenge unter bestimmten Umständen vergrößern bzw. verkleinern können, 
man nennt sie Gewinnumformungen bzw. Verlustumformungen, weil durch die 
Umformung zusätzliche Lösungen „gewonnen“ werden können bzw. Lösungen „ver-
lustig“ gehen können. Eine Gewinnumformung ist z. B. das Quadrieren beider Seiten 
der Gleichung:



67

 x = 2
⇒ x² = 2²
⇔ x² = 4
⇔ x = 2 ∨ x = –2

Die letzte Zeile wird in der aktuellen Schulmathematik anders notiert, z. B.:

 x = ± 2
oder:

 x1/2 = ± 2
oder:

 x1 = 2
 x2 = –2

oder:
 x = 2 oder x = –2

Wie das oben angeführte Beispiel der Gleichungsumformung zeigt, ist die Lösungs-
menge der ersten Gleichung eine Teilmenge der Lösungsmenge der letzten Gleichung. 
Aussagenlogisch ist „x = 2“ notwendige Voraussetzung für „x = 2 ∨ x = –2“, d. h. wenn 
„x = 2“ erfüllt ist, dann ist auch „x = 2 ∨ x = –2“ erfüllt; dies ist durch das Implikati-
onszeichen „⇒“ nach der Gewinnumformung ausgedrückt.

Praktisch bedeutet dies, dass nach einer Gewinnumformung die Lösungen der letzten 
Gleichung zur Probe in die erste Gleichung eingesetzt werden müssen. Nur Lösungen, 
die bei der Probeeinsetzung zu einer wahren Aussage führen (d. h. die erste Gleichung 
erfüllen), sind dann Elemente der Lösungsmenge der ursprünglichen Gleichung. Im 
angeführten Beispiel hätte die Lösungsmenge also nicht die Elemente 2 und –2, son-
dern nur das Element 2.

Gewinnumformungen sind in manchen Fällen notwendig, um eine Lösung der Glei-
chung zu finden. Beispiel:

 x + √x = 2
⇔ √x = 2 – x
⇒ x = (2 – x)²
⇔ x = 4 – 4x + x²
⇔ x = 1 ∨ x = 4

Die Probe ergibt: Die Lösung 1 erfüllt die ursprüngliche Gleichung, die Lösung 4 nicht. 
Die Lösungsmenge enthält also nur das Element 1.

Verlustumformungen sind Gleichungsumformungen, bei denen sich die Lösungsmen-
ge verkleinert, also Lösungen verloren gehen. Dies ist zum Beispiel der Fall bei Divisi-
on mit einer Variablen oder einem Term, der eine Variable enthält. Gesucht sind zum 
Beispiel die Lösungen der Gleichung x³ + 4 x² + x – 6 = 0. Durch Probieren findet man 
die Lösung x = 1.
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 x³ + 4 x² + x – 6 = 0
⇐ (x³ + 4 x² + x – 6) : (x – 1) = 0 : (x – 1)
⇔ x² + 5 x + 6 = 0
⇔ x = –2 ∨ x = –3

Durch Polynomdivision wird also die Gleichung 3. Grades in eine Gleichung 2. Grades 
überführt, die sich einfach lösen lässt. Dass dabei eine Lösung verloren geht ist einer-
seits erwünscht, andererseits hier ohne Schaden, da sie ja vorher schon bekannt war. 
Die Lösungsmenge der ursprünglichen Gleichung ist dann {1} ∪ {–2; –3} = {1; –2; –3}.

Das Beispiel der Verlustumformung zeigt: die Lösungsmenge der letzten Gleichung 
ist eine Teilmenge der Lösungsmenge der ersten Gleichung. Aussagenlogisch ist 
„x = –2 ∨ x = –3“ hinreichende Voraussetzung für „x³ + 4 x² + x – 6 = 0“, d. h. wenn 
„x = –2 ∨ x = –3“ erfüllt ist, dann ist auch „x³ + 4 x² + x – 6 = 0“ erfüllt; dies ist durch 
das umgekehrte Implikationszeichen „⇐“ nach der Verlustumformung ausgedrückt.

▶ Aufgabe 78: Betrachte die Gleichung x · (x – 2) = 0 und lege für die Lösungen die 
natürlichen Zahlen zugrunde.
a) Bestimme alle Lösungen dieser Gleichung.
b) Rolf sagt: „Bei dieser Gleichung kann man doch wie bei den Äquivalenzumfor-
mungen beide Seiten durch x dividieren, dann erhält man x – 2 = 0 und kann die Lö-
sung direkt ablesen.“ Nina meint: „Nein, ich würde beide Seiten mit 0 multiplizieren. 
Dann ergibt sich die Gleichung 0 = 0. Also kann ich für x alle natürlichen Zahlen 
einsetzen.“
Vergleiche die Lösungen mit deiner Antwort aus a) und begründe, warum die beiden 
Lösungsvorschläge von Rolf und Nina falsch sind. [LS 3, 109; Klasse 7]

▷ Kommentar: Division mit einer Variablen ist wie dargelegt eine Verlustumformung; 
die Multiplikation mit Null ist generell eine nicht zulässige Umformung.

4.3.4 Lösen von Ungleichungen

Im Gegensatz zu Gleichungen ist die Lösungsmenge von Ungleichungen in der Regel 
ein Intervall. In der Mathematik der 5. Klasse mit der Grundmenge der natürlichen 
bzw. der ganzen Zahlen handelt es sich in der Regel um aufzählbare Lösungsmengen 
mit oder ohne obere bzw. untere Grenze.

Intervalle können verschieden notiert bzw. dargestellt werden:

{ x | –1 < x ≤ 2} = ]1; 2] = (1; 2]

–2 10 –2 10 –2 10

Die Verfahren zur Bestimmung der Lösungsmenge sind analog zu den Verfahren zur 
Lösung von Gleichungen.
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▶ Aufgabe 79: Welche ganzen Zahlen kann man jeweils für ◆ einsetzen, um eine wahre 
Aussage zu erhalten? Gib die Lösungen in Mengenschreibweise an.
Beispiel: ◆ > –7; ◆ ∈ {–6; –5; –4; ...}. [delta 1, 59; Klasse 5]
a) ◆ > –3 b) ◆ < –45 c) –30 < ◆
d) ◆ + 5 > 4 e) –4 < ◆ < 2 f) -5 < ◆ < 2
g) –6 < ◆ < –2

▷ Kommentar: Die Aufgabe trainiert vor allem Vorstellungen zur Anordnung der gan-
zen Zahlen. Von Bedeutung für die vorliegende Untersuchung ist der in der Aufga-
benstellung formulierte Zusammenhang mit Aussageformen, die durch Einsetzen zu 
wahren Aussagen werden. Den Schülerinnen und Schülern steht zur Lösung vor al-
lem folgender Satz zur Verfügung: „Von zwei ganzen Zahlen ist diejenige größer, de-
ren Bildpunkt auf der Zahlengerade weiter rechts liegt“ [delta 1, 58]. Angewendet 
auf Teilaufgabe a) bedeutet dies: Wenn eine Zahl auf dem Zahlenstrahl weiter rechts 
als die –3 liegt, gehört sie zur Lösungsmenge; da die –2 und alle folgenden Zahlen 
weiter rechts liegen, ist die Lösungsmenge {–2; –1; 0; 1; 2; ...}; eine Schlussfolgerung 
nach dem modus ponens.

▶ Aufgabe 80: Vereinfache den Term auf der linken Seite der Gleichung oder 
Ungleichung und gib dann mögliche Lösungen auf einer Zahlengerade an.   
[LS 3, 97; Klasse 7]
a) 2t – (t – 1) – 1 > 2 b) 3 (x + 1) – 2x – 3 < 0 c) 4 (v – 8) – (2 + 2v) > 0

▶ Aufgabe 81: Löse. [LS 3, 103; Klasse 7]
a) 22 v + 21 – 20v < –15 + 20 – 5v b) –3 – 6x ≤ 12x – 24x – 23 – 32
c) 5 · (2d + 3) ≥ 27 – 3d – 2 · (1 + d) d) 16 · (10 – 11x) < (–2 + 20x) · 7

▶ Aufgabe 82: Der Umfang eines Rechtecks soll höchstens 26 cm betragen. Die eine 
Seite des Rechtecks ist dabei viermal so lang wie die andere. Wie lang sind die Seiten 
höchstens? [LS 3, 103; Klasse 7]

▷ Kommentar: Lösung: 2 · (x + 4x) ≤ 26  cm ⇔ x ≤ 2,6  cm. Die kürzere Seite darf 
höchstens 2,6 cm lang sein.

4.3.5 Lösbarkeit von Gleichungen

▶ Aufgabe 83: Eine Gleichung ist allgemein gültig, wenn sie für alle Zahlen erfüllt ist. 
Beispielsweise sind die Gleichungen x = x oder 2d = 4d – 2d allgemein gültig. Gib an, 
ob die Gleichung allgemein gültig ist, ob die Gleichung eine Lösung hat oder nicht 
lösbar ist. [LS 3, 109; Klasse 7]
a) 5 (4x – 6) = –10 (3 – 2x) b) 5 (3x – 6) = –10 (3 – 2x)
c) 5 (4x – 6) = –10 (2 – 3x) c) 5 (4x – 6) = –10 (4 – 2x)
e) 6x – 14 = 2 (–7 + 2x) + 2x f) 6x – 14 = 2 (–4 + 3x) + 2x
g) 6x – 14 = 2 (–7 + 3x) + 2x h) 6x – 14 = 2 (–6 + 2x) + 2x
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▶ Aufgabe 84: Wie viele Lösungen können lineare Gleichungen haben? [LS 3, 157; 
Klasse 7]
a) Zeichne die Graphen der Zuordnungen mit den Gleichungen y = 0 · x + 1 und 
y = 0 · x – 3.
b) Wie viele Lösungen haben jeweils die Gleichungen 0 · x + 1 = 1 und 0 · x – 3 = 1? 
Begründe deine Antwort mithilfe der Graphen aus a).
c) Gib drei verschiedene lineare Gleichungen an, die keine Lösung haben.
d) Gibt es lineare Gleichungen, die genau 2 (3; 4; 5) verschiedene Lösungen haben? 
Begründe deine Antwort.
e) Die Zahlen –6,2 und 103 sind Lösungen derselben linearen Gleichung. Wie viele 
Lösungen hat diese lineare Gleichung? Begründe deine Antwort.
f) Eine lineare Gleichung hat als Lösung die Zahl 27. Die Zahl –72 ist keine Lösung 
dieser Gleichung. Wie viele Lösungen hat diese Gleichung. Begründe deine Antwort.
g) Vervollständige den Satz: „Eine lineare Gleichung hat entweder ... oder ... oder ... 
Lösungen.“ Gib zur Begründung je ein Beispiel an.

▷ Kommentar: Eine lineare Gleichung hat entweder keine oder genau eine oder unend-
lich viele Lösungen. Interpretiert man die beiden Seiten einer Gleichung als Funkti-
onsterme linearer Funktionen, so haben bei graphischer Darstellung der Funktionen 
die beiden Geraden entweder keinen Schnittpunkt (sie sind parallel) oder genau ei-
nen Schnittpunkt oder unendlich viele Schnittpunkte (sie sind identisch). Lineare 
Gleichungen mit genau 2 Lösungen (Teilaufgabe d) kann es daher nicht geben. Gibt 
es zwei Lösungen (Teilaufgabe e), dann gibt es unendlich viele Lösungen. Hat die 
Gleichung eine Lösung und eine beliebige andere Zahl ist keine Lösung (Teilauf-
gabe f), dann gibt es nur genau eine Lösung. – Bemerkung: Eine lineare Gleichung 
muss keine Variable enthalten (bzw. kann die Variable mit dem Faktor Null enthal-
ten); nur in diesem Fall ist sie nicht lösbar.

4.3.6  Bemerkungen zu Gleichungsumformungen in der aktuellen 
Schulmathematik

Die aktuelle Schulmathematik verwendet zwar noch den Begriff der Äquivalenzum-
formung, verzichtet jedoch im Allgemeinen bei Gleichungsumformungen auf das Zei-
chen „⇔“:

 2 x + 1 = 3
 2 x = 2
 x = 1

Auch die Angabe einer Lösungsmenge (𝕃 = {2}) kann konsequenterweise nach aktuel-
ler Auffassung entfallen: Die Lösung steht ja schon da.

Schwieriger wird die konsequente Entsorgung von aussagenlogischem und mengen-
theoretischem Ballast bei Gleichungen mit eingeschränkter Definitionsmenge, etwa 
bei Wurzel- oder Bruchgleichungen. Bruchgleichungen sind in der Realschulmathe-
matik ein umfangreiches Kapitel, und die Angabe einer Definitionsmenge wird bei der 
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Bearbeitung gefordert. Viele Schülerinnen und Schüler verstehen allerdings einen Aus-
druck wie D = ℝ \ {–1; 2} nicht wirklich, so dass es dann schülerseits mitunter heißt: 
„Die Definitionsmenge ist –1 und 2“. – Der einzig gangbare Weg scheint also für die 
Schulmathematik zu sein, ganz schlicht bei Wurzel- und Bruchgleichungen jedesmal 
eine Probe zu fordern und die Schülerinnen und Schüler dabei insbesondere darauf 
achten zu lassen, dass keine nicht-definierten Ausdrücke vorkommen (negativer Radi-
kand, Null im Nenner).

4.3.7 Gleichungen mit zwei Variablen

▶ Aufgabe 85: Gib fünf Lösungen an. [LS 3, 160; Klasse 7]
a) 2x + 5y = 1 b) 2x – 5y = 1 c) –2x + 5y = 1
d) –2x – 5y = 1 e) 2x – 5y = –1 f) 2x + 5y = –1

▷ Kommentar: Lösungen von Gleichungen mit zwei Variablen sind stets Zahlenpaare; 
setzt man die beiden Zahlen des Paars in die Gleichung ein (nach Konvention die 
erste für die Variable x, die zweite für die Variable y; allgemein: in alphabetischer 
Reihenfolge der Variablen), so ergibt sich eine wahre Aussage. Lösungen finden kann 
man durch Ausprobieren; geschickter aber ist es, die Gleichung nach einer Variablen 
(nämlich y) aufzulösen, eine beliebige Zahl für x einzusetzen und das zugehörige y 
auszurechnen, denn es handelt sich um Zuordnungsvorschriften.

▶ Aufgabe 86: Können die Zahlenpaare (1 | 1); (2 | 4) und (3 | 3) Lösungen einer ein-
zigen linearen Gleichung mit zwei Variablen sein? Begründe deine Antwort.   
[LS 3, 161; Klasse 7]

▷ Kommentar: Die verneinende Antwort ist leicht anschaulich zu begründen. Linea-
re Gleichungen mit zwei Variablen lassen sich graphisch als Gerade darstellen; alle 
Punkte, deren Koordinaten die Gleichung erfüllen, liegen auf der Geraden, alle ande-
ren nicht. Auch die Umkehrung gilt: liegen drei Punkte nicht auf einer Geraden (in 
anderen Worten: sind sie nicht kollinear), erfüllen die Koordinatenpaare nicht alle 
dieselbe lineare Gleichung mit zwei Variablen. – Die Punkte (1 | 1) und (3 | 3) liegen 
auf der 1. Diagonalen (y = x), der Punkt (2 | 4) nicht. Also können sie nicht Lösungen 
einer einzigen linearen Gleichung mit zwei Variablen sein.

4.3.8 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungen können zu linearen Gleichungssystemen zusammengefasst wer-
den. Aussagenlogisch werden dabei die Aussageformen (Gleichungen) durch Kon-
junktion (logisches „und“) miteinander verknüpft. Als Lösung des Gleichungssystems 
bezeichnet man daher ein Zahlenpaar (bzw. -tripel, -n-tupel), wenn es jede einzelne 
Gleichung erfüllt.

Betrachtet man zunächst lineare Gleichungssysteme aus zwei Gleichungen mit jeweils 
denselben zwei Variablen, so gibt es wiederum (vgl. Seite 70) entweder keine oder 
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genau eine oder unendlich viele Lösungen. Graphisch lässt sich jede der linearen Glei-
chungen als Gerade darstellen; die beiden Geraden können entweder parallel sein 
(kein Schnittpunkt) oder sich einmal schneiden (genau ein Schnittpunkt) oder iden-
tisch sein (unendlich viele Schnittpunkte).

▶ Aufgabe 87: Bestimme die Lösung des Gleichungssystems. [LS 3, 163; Klasse 7]
a) I: y = 4x – 2 II: y = 5x – 4 b) I: 5y – x = 5 II: 4y – x – 2 = 0

c) I: 5y – x = 1 II: 4y – x – 2 = 0 d) I: y = 2 + 5
2 x II: 2y + x = –8

▷ Kommentar: Zum Lösen linearer Gleichungssysteme mit zwei Variablen stehen un-
terschiedliche Verfahren zur Verfügung. Das einfachste, jedoch wegen seiner Un-
genauigkeit nicht immer verwendbare, ist die graphische Lösung. Die Gleichungen 
werden als Zuordnungen interpretiert und als Geraden in ein Koordinatensystem 
eingezeichnet; die Koordinaten des Schnittpunkts geben das Lösungspaar an.

▶ Aufgabe 88: Wie viele Lösungen hat das Gleichungssystem? Falls es eine einzige Lö-
sung hat, bestimme diese Lösung. [LS 3, 163; Klasse 7]
a) I: 2x + 3y = 9 II: x – y = 2 b) I: x + y = 1 II: 3y + 3x = 6
c) 12x + 15y = 3 II: 4x + 5y = 1 d) I: 2x – 6y – 21 = 0 II: 3x = 0,75y

▷ Kommentar: Als weitere Lösungsverfahren lernen die Schüler zunächst kennen:
1. Das „Gleichsetzungsverfahren“: Beide Gleichungen werden nach einer Variablen 
aufgelöst und die beiden Terme, die die andere Variable enthalten wiederum gleich-
gesetzt, so dass nun eine Gleichung mit einer Variablen vorliegt. Zugrunde liegt fol-
gender logischer Schluss: (A = B) ∧ (A = C) → (B = C). Die Lösung der resultierenden 
linearen Gleichung mit einer Variablen wird in eine beliebige der ursprünglichen 
Gleichungen eingesetzt (zur Probe ggf. auch in beide), so dass nun wieder eine linea-
re Gleichung mit nur einer Variablen vorliegt, diesmal jedoch der anderen, zunächst 
eliminierten. Auch diese Gleichung wird gelöst. In die richtige Reihenfolge gebracht, 
liegt nun ein Lösungspaar vor.
2. Das „Einsetzungsverfahren“: Eine der Gleichungen wird nach einer Variablen auf-
gelöst; in der zweiten Gleichung wird nun diese Variable durch den Term ersetzt, der 
in der aufgelösten Gleichung die andere Variable enthält. Daraus resultiert wiederum 
eine Gleichung mit nur einer Variablen, das weitere Vorgehen ist wie beim Gleich-
setzungsverfahren, das in Wirklichkeit nur eine Variante des Einsetzungsverfahrens 
darstellt.
Beide Verfahren können mitunter noch effektiver angewendet werden, wenn man 
berücksichtigt, dass nicht unbedingt nach einer Variablen aufgelöst werden muss, 
sondern auch nach einem Term aufgelöst werden kann, der die Variable enthält. Ent-
scheidend ist jedoch, dass der Term alle Vorkommen der Variable enthält und dass 
beide Gleichungen nach demselben Term aufgelöst werden, bzw. im Einsetzungsver-
fahren ein Term durch denselben Term ersetzt wird.
3. Das „Additionsverfahren“. Aus den Äquivalenzumformungen von Gleichungen ist 
bekannt, dass zu beiden Seiten einer Gleichung dieselbe Zahl addiert werden kann; 
Grundlage ist die Regularität der Addition in ℝ: (a = b) → (a + c = b + c). Das Prinzip 
des Additionsverfahren ist nun folgender Schluss: (a = b) ∧ (c = d) → (a + c = b + d). 
Für das Lösen von linearen Gleichungssystemen wäre damit nichts gewonnen; sorgt 
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man allerdings durch Äquivalenzumformungen der beiden Gleichungen dafür, dass 
der Term, der alle Vorkommen einer der beiden Variablen in der einen Gleichung 
enthält, mit umgekehrten Vorzeichen auch in der anderen Gleichung steht, so hat 
die Summe dieser Terme nach der Addition den Wert Null, mit anderen Worten: 
die Variable kommt in der neuen, durch Addition der beiden (ggf. umgeformten) 
ursprünglichen Gleichungen nicht mehr vor. Es liegt also wiederum eine Gleichung 
mit nur einer Variablen vor, das weitere Vorgehen ist wie bei den vorigen Lösungs-
verfahren.
Zur Zahl der Lösungen von linearen Gleichungssystemen mit zwei Variablen ist Fol-
gendes zu bemerken: Nach Anwenden des jeweiligen Verfahrens kann sich ein lös-
bare Gleichung ergeben, dann besitzt das Gleichungssystem eine eindeutige Lösung. 
Es kann sich eine allgemeingültige Gleichung ergeben (1 = 1; y = y), dann besitzt das 
Gleichungssystem unendlich viele Lösungen. Oder es kann sich eine unmögliche 
Gleichung (falsche Aussage) ergeben (z. B. 1 = 0), dann besitzt das Gleichungssystem 
keine Lösung. Letzteres ergibt sich aus dem modus tollens:

((A → B) ∧ ¬ B) → ¬ A
Ist ∃ x, y : (a + c = b + d) falsch, dann ist auch ∃ x, y : (a = b) ∧ (c = d) falsch, d. h. das 
Gleichungssystem ist nicht lösbar.

▶ Aufgabe 89: a) Eine zweistellige Zahl ist doppelt so groß wie das Sechsfache ihrer 
Zehnerziffer und um 18 größer als ihre Quersumme. Berechne diese Zahl.
b) Wenn man zu einer zweistelligen Zahl das Dreifache ihrer Quersumme ad-
diert, so erhält man 99. Vertauscht man die Ziffern der Zahl und dividiert die neue 
Zahl durch ihre Quersumme, so ergibt sich 3. Wie heißt die ursprüngliche Zahl?   
[LS 3, 171; Klasse 7]

▷ Kommentar: Die „Übersetzung“ der Aufgabe in lineare Gleichungssysteme gelingt, 
wenn man die „zweistellige Zahl“ nach dem Stellenwertsystem als x · 10 + y auffasst 
mit x ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, y ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Dann lauten die beiden 
Gleichungen: I: x · 10 + y = (6 · x) · 2 und II: x · 10 + y = x + y + 18. Lösung: x = 2, 
y = 4; die gesuchte Zahl ist 24. – Teilaufgabe b): I: x · 10 + y + (x + y) · 3 = 99 und II: 
(y · 10 + x) : (y + x) = 3. Lösung: x = 7, y = 2; die gesuchte Zahl ist 72.

4.3.9 Lineare Ungleichungssysteme

Lineare Ungleichungen lassen sich graphisch als von Geraden begrenzte Flächen 
(Halb ebenen) interpretieren; je nachdem, ob die Ungleichung auch Gleichheit zulässt, 
gehört die Gerade zur Halbebene hinzu oder nicht. Die Lösungsmenge eines Systems 
von linearen Ungleichungen ist dann die Menge aller Punkte, die zu allen Halbebenen 
gehören. Ist die Grundmenge der Variablen ℕ oder ℤ und das Flächenstück von we-
nigstens drei Geraden begrenzt, kann die Lösungsmenge in manchen Fällen explizit 
angegeben werden.

▶ Aufgabe 90: Robin hat am Monatsende mindestens 5 Euro Taschengeld mehr übrig 
als Laura, aber höchstens dreimal so viel wie sie. Wie viel Taschengeld besitzt Laura 
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mindestens (höchstens) noch, wenn Robins Taschengeld nicht mehr für eine 14 Euro 
teure CD reicht? [LS 3, 176; Klasse 7]

▷ Kommentar: I: r ≥ ℓ + 5 und II: r ≤ ℓ · 3 und III: r < 14. – Bei ganzen Euro-Beträgen 
besitzt Laura noch höchstens 8 Euro (und Robin genau 13 Euro), mindestens jedoch 
3 Euro (und Robin 8 oder 9 Euro).

4.3.10 Lineare Gleichungssysteme mit mehr als zwei Variablen

▶ Aufgabe 91: Während einer Klassenfahrt kauften Tobias, Bastian und Rebecca für 
sich und andere ein. Leider haben sie sich nicht die Einzelpreise gemerkt und die 
Kassenbons sind zerrissen. Berechne, wie teuer eine Landschoko, eine Lomo-Limo 
und eine Packung Kika-Kekse sind. [LS 3, 181; Klasse 7]

5 Landschoko 3 Landschoko 4 Landschoko
3 Lomo-Limo 2 Lomo-Limo 4 Lomo-Limo
2 Kika-Kekse 4 Kika-Kekse 1 Kika-Kekse
------------------------ ------------------------ ------------------------
Summe:   € 10,60  Summe:   €  9,70 Summe:   €  9,90

▷ Kommentar: Lineare Gleichungssysteme mit mehr als zwei Variablen können be-
quem mit dem Gaußalgorithmus gelöst werden, bei dem es sich um eine Verallge-
meinerung des Additionsverfahrens handelt.
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4.4 Zuordnungen, Funktionen

4.4.1 Vorbemerkungen

In den untersuchten Schulbüchern wird keine Definition des Begriffs „Zuordnung“ an-
gegeben. Mathematisch handelt es sich um die Abbildung von Elementen einer Menge 
auf Elemente einer zweiten Menge; die Mengen können identisch sein. Bei den Mengen 
muss es sich keinesfalls um Mengen von Zahlen handeln; so können Fahrkarten auf 
Preise abgebildet werden, Schulklassen auf Schülerzahlen, Schüler auf Hobbies (Bei-
spiele aus dem Buch LS 3, 58; Klasse 7): „Zuordnungen können beispielsweise durch 
Tabellen, Grafiken, Pfeile oder Texte dargestellt werden“ (ebd.).

Zuordnungen können mathematischen Gesetzmäßigkeiten unterliegen; die Schüle-
rinnen und Schüler lernen insbesondere proportionale, antiproportionale und lineare 
Zuordnungen kennen.50

Gerade im Bereich des Sachrechnens sind Zuordnungen in der Realität oft komplizier-
ter als in der Schulmathematik. Ein Brötchen kostet 50 Ct, drei Brötchen im Sonderan-
gebot 1,20 €, sieben Brötchen deshalb nicht 3,50 €, sondern 2,90 €. Ein Bleistift kostet 
im Schreibwarengeschäft 1,20 €, für den Firmenkunden kostet er jedoch nur 1,03 € und 
wenn er einen Karton mit 100 Stück abnimmt, sogar nur durchschnittlich 72 Ct. Preise 
für Waren sind also in der Realität oft weder linear noch eindeutig. Ähnliches gilt auch 
für viele andere Zuordnungen des Alltags.

4.4.2 Zuordnungen

▶ Aufgabe 92: Gib für die Werte der Zuordnung x → y an, wie sich die y-Werte berech-
nen lassen, und ergänze die Tabelle entsprechend. [LS 3, 65; Klasse 7]
a)  b)

x 0 1 2 3 5
y 0 6 18 24 30  

x 1 2 3 4 5
y 1 4 9 81

a)  b)
x 0 1 2 3 4
y 2 5 8 11 20  

x 0,5 1 2 4 5 6
y 2 1 0,5 0,25 81

▷ Kommentar: Die Tabellen bieten Beispiele für verschiedene Formen der Zuordnung: 
proportional (a), quadratisch (b), linear (c), antiproportional (d). Aufgabe ist es, die 
Gesetzmäßigkeiten zu erkennen und die leeren Felder durch entsprechende Schluss-
folgerungen zu ergänzen.

50 Vgl. Wittmann, Gerald: Elementare Funktionen und ihre Anwendungen (2008), S. 1–26: Funk-
tionen und funktionales Denken; S. 27–48: Problemlösen und Modellbildung mit Funktionen.
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4.4.3 Funktionen

▶ Aufgabe 93: Gegeben seien die beiden Funktion f und g mit f(x) =  1 
 √x  – 2 

und g(x) = 1
x + 3. Bestimme die maximalen Definitionsmengen Df und Dg .   

[LS 6, 12; Klasse 10]

▷ Kommentar: Die maximalen Definitionsmengen sind ℝ jeweils ohne die Zahlen, für 
die die beiden Nenner nicht definiert sind. Für die Funktion f darf der Radikand 
nicht negativ und der Nenner nicht Null sein, Df = {x ∈ ℝ | x ≥ 0 ∧ x ≠ 0} = {x ∈ ℝ | 
x > 0} = ℝ+ (bzw. je nach Schreibweise ℝ>0); für die Funktion g darf der Nenner nicht 
Null sein, Dg = {x ∈ ℝ | x ≠ 3} = ℝ \ {–3}.

4.4.4 Quadratische Funktionen

▶ Aufgabe 94: Vervollständige die Aussagen für die Parabel einer speziellen quadra-
tischen Funktion [d.h. Funktionen mit Funktionsgleichungen der Form y = a · x²]:
a) Wenn der Faktor vor dem x² positiv ist, dann gilt für die zugehörige Parabel: Je 
größer der Faktor vor dem x² ist, desto ...
b) Wenn der Faktor vor dem x² negativ ist, dann gilt für die Zugehörige Parabel: Je 
größer der Faktor vor dem x² ist, desto ...
c) Wenn der Faktor vor dem x² positiv ist, dann ist der Scheitelpunkt der ... Punkt 
der Parabel.
d) Wenn der Faktor vor dem x² negativ ist, dann ist der Scheitelpunkt der ... Punkt 
der Parabel. [LS 4, 70; Klasse 8]

▷ Kommentar: Eine Wissensabfrage in Form von zu ergänzenden Wenn-Dann-Aus-
sagen; allerdings können die Fragen auch durch logisches Schließen beantwortet 
werden; beispielsweise in Teilaufgabe a): Je größer der Faktor vor dem x² ist, desto 
schneller steigen die Funktionswerte im Vergleich zur Normalparabel an, daher ist 
der Verlauf des Graphen steiler und die Parabel enger.

▶ Aufgabe 95: Begründungen suchen. 
a) Herr Riemer behauptet: „Eine quadratische Gleichung der Form x² + bx + c = 0 
besitzt immer zwei Lösungen, wenn c negativ ist.“ Begründe.
b) Herr Reimer sagt: „Wenn der Faktor vor dem x² und c verschiedene Vorzei-
chen haben, besitzt die quadratische Gleichung immer zwei Lösungen.“ Begründe.   
[LS 4, 114; Klasse 8]

▷ Kommentar: Die beiden Sätze lassen sich durch Überlegungen anhand der allgemei-
nen Scheitelpunktsform bzw. der „abc-Formel“ zur Berechnung von Nullstellen qua-
dratischer Gleichungen begründen.

▶ Aufgabe 96: Fritz behauptet: „An der Scheitelform einer quadratischen Gleichung 
mit y = ax² + bx + c kann man leicht erkennen, wie viele Lösungen die quadratische 
Gleichung ax² + bx + c = 0 besitzt.“ Hat Fritz Recht? Begründe.
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b) In einer mathematischen Runde behauptet Rosi: „Der Wert von b in der quad-
ratischen Gleichung ax² + bx + c = 0 hat meistens einen größeren Einfluss auf die 
Anzahl der Lösungen als der Wert von c.“ Ist diese Behauptung richtig? Begründe.   
[LS 4, 114; Klasse 8]

▷ Kommentar: Aussage a) ist richtig, liegt der Scheitelpunkt auf der x-Achse, gibt es ge-
nau eine Lösung; liegt er oberhalb der x-Achse, gibt es bei positivem a keine Lösung, 
bei negativem a genau zwei; liegt er unterhalb der x-Achse, gibt es bei positivem a 
genau zwei Lösungen, bei negativem a keine. – Wollte man die Teilaussage b) retten, 
so könnte man anführen, dass b in der allgemeinen Scheitelpunktsform in quadra-
tischer Form vorkommt, c dagegen nur einfach. Es ist also in bestimmten Fällen so, 
dass eine geringere Variation von b als von c Änderungen in der Zahl der Lösungen 
mit sich bringt.

4.4.5 Ableitungen

▶ Aufgabe 97: Begründe (ohne zu rechnen), welches Vorzeichen die Ableitung der 
Funktion f mit f(x) = –x² + 5 an der Stelle x0 hat. [LS 6, 21; Klasse 10]
a) x0 = 3   b) x0 = –5   c) x0 = 100   d) x0 = 0

▷ Kommentar: Bei der Funktion f handelt es sich um eine nach unten gespiegelte Nor-
malparabel, die um 5 Einheiten in y-Richtung verschoben ist; ihr Scheitelpunkt liegt 
also auf der y-Achse. Für x0 = 0 ist die Steigung daher null, für x0 < 0 positiv, für x0 > 0 
negativ.

▶ Aufgabe 98: Ordne den Graphen A), B), C) und D) die Graphen der dazugehö-
rigen Ableitungsfunktionen 1), 2), 3) und 4) zu. Begründe deine Entscheidung.   
[LS 6, 28; Klasse 10]

A B C D

1 2 3 4
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▷ Kommentar: A ist Exponentialfunktion, dazu Ableitung 3; B ist Funktion 3. Grades, 
dazu Ableitung 1; C ist lineare Funktion, dazu Ableitung 4; D ist Funktion 3. Grades 
mit negativem ersten Koeffizienten, dazu Ableitung 2.

▶ Aufgabe 99: Ergänze die folgenden Sätze sinnvoll in deinem Heft. [LS 6, 29; Klasse 10]
a) Wenn die Funktionswerte einer Funktion f für größer werdende x zunehmen, 
dann ist die dazugehörige Ableitungsfunktion in diesem Intervall ...
b) Je größer die Steigung des Graphen von f ist, desto ...
c) Wenn eine Funktion f linear ist, dann ist die dazugehörige Ableitungsfunktion ...
d) Wenn die Funktionswerte einer Funktion f konstant sind, dann ist die dazugehö-
rige Ableitungsfunktion ...

▷ Kommentar: Die Antworten sind aus der Definition der Ableitungsfunktion zu er-
schließen. a) ... positiv; b) ... größere Werte hat die Ableitungsfunktion; c) ... kon-
stant; d) ... konstant null.

▶ Aufgabe 100: Wie verändert sich der Graph der Ableitungsfunktion f´, wenn der 
Graph der Funktion f
a) nach unten verschoben wird, b) nach oben verschoben wird,
c) nach rechts verschoben wird, d) nach links verschoben wird?
[LS 6, 29; Klasse 10]

▷ Kommentar: Bei Verschiebung des Graphen der Funktion in y-Richtung ändert sich 
der Graph der Ableitungsfunktion nicht, bei Verschiebung in x-Richtung wird er um 
dasselbe Maß verschoben.

▶ Aufgabe 101: Untersuche die Funktion f auf Monotonie. [LS 6, 53; Klasse 10]
a) f(x) = –x² + 3 b) f(x) = x4 – 2x² c) f(x) = 3x + 2
d) f(x) = –9 e) f(x) = –x5 – x f) f(x) x – x³

g) f(x) = 1
x   h) f(x) = 1

x  + x

▷ Kommentar: Die Antworten ergeben sich aus dem Monotoniesatz, der den Zusam-
menhang zwischen Monotonie und positiven bzw. negativen Werten der Ableitungs-
funktion herstellt. Zu ermitteln sind also die Ableitungsfunktionen und ihre Null-
stellen, um die entsprechenden Intervalle angeben zu können.

▶ Aufgabe 102: Fig. 1 zeigt den Graphen der Ableitungsfunktion f´ einer Funk-
tion f. Welche der folgenden Aussagen ist richtig? Begründe deine Antworten.   
[LS 6, 53; Klasse 10]
a) Die Funktion f ist im Intervall [0; 2] streng monoton fallend.
b) Die Funktion f ist im Intervall [–2; 0] streng monoton wachsend.
c) Die Funktion f ist im Intervall [1; 3] monoton fallend.
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▷ Kommentar: Dargestellt ist der Graph der Ableitungsfunktion, entscheidend für die 
Beurteilung der Aussagen ist also nicht die Monotonie des gezeigten Graphen, son-
dern ob die Werte der Ableitungsfunktion in den genannten Intervallen negativ oder 
positiv sind. – Demnach ist die Aussage a) falsch, die beiden anderen Aussagen sind 
wahr.

▶ Aufgabe 103: Bestimme die Hoch-, Tief- und Sattelpunkte des Graphen von f mithil-
fe der Ableitung. [LS 6, 55; Klasse 10]
a) f(x) = x³ – 2x b) f(x) = x³ – 2x – 5 c) f(x) = 3x³

d) f(x) = 1
4 x4 – 1

4 x³ – x² e) f(x) = – 1
4 x4 + x³ – 4 d) f(x) = (x² – 1)²

▷ Kommentar: Notwendige Bedingung für Hoch-, Tief- und Sattelpunkte ist, dass die 
Ableitung an der Stelle der x-Koordinate den Wert Null hat, zu suchen sind also 
die Nullstellen der Ableitungsfunktion. Sodann ist zu prüfen ob an der Stelle in der 
Ableitungsfunktion ein Vorzeichenwechsel stattfindet (später wird hierzu die 2. Ab-
leitung herangezogen).

▶ Aufgabe 104: In Fig. 1 ist der Graph der Ableitung f´ der Funktion f skizziert. 
Gib die x-Koordinaten der Hoch-, Tief- und Sattelpunkte des Graphen von f an.   
[LS 6, 56; Klasse 10]

▷ Kommentar: Die Funktion f hat Hochpunkte bei x = –4 und bei x = 6,5 (Nullstel-
len mit Vorzeichenwechsel von + nach –), einen Tiefpunkt bei x = 0 (Nullstelle mit 
Vorzeichenwechsel von – nach +) und einen Sattelpunkt bei x = 3 (Nullstelle ohne 
Vorzeichenwechsel).

▶ Aufgabe 105: Prüfe, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Begründe. 
[LS 6, 57; Klasse 10]
a) Der Graph einer linearen Funktion besitzt keine Extrempunkte.
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b) Der Graph einer quadratischen Funktion besitzt keine Extrempunkte.
c) Ist die Ableitung f´ einer Funktion f eine quadratische Funktion mit zwei Nullstel-
len, so besitzt der Graph von f genau einen Hoch- und einen Tiefpunkt.
d) Zu jeder Nullstelle der Ableitungsfunktion f´ gehört eine Extremstelle von f.
e) Zwischen zwei benachbarten Extrempunkten auf dem Graphen von f liegt immer 
ein Schnittpunkt mit der x-Achse.

▷ Kommentar: Aussage a) ist wahr. – Aussage b) ist falsch, der Graph besitzt immer ge-
nau einen Extrempunkt. – Aussage c) ist wahr, da bei einer quadratischen Funktion 
mit zwei Nullstellen keine eine doppelte Nullstelle sein kann. – Aussage d) ist falsch, 
da es sich auch um eine Sattelstelle handeln kann, die nicht zu den Extremstellen 
zählt. – Aussage e) ist falsch, die zwei Extrempunkte können auch beide oberhalb 
oder unterhalb der x-Achse liegen.

▶ Aufgabe 106: Fig. 1 zeigt den Graphen der Ableitungsfunktion f´ einer Funkti-
on f. Welche der folgenden Aussagen sind richtig? Begründe deine Antworten.   
[LS 6, 71; Klasse 10]
A: Die Funktion f ist im Intervall (–1; 1) streng monoton wachsend.
B: Die Funktion f hat zwischen x = –1 und x = 1 ein Extremum.
C: Der Graph von f hat einen Tiefpunkt.
D: Es kann sein, dass f keine Nullstellen hat.

▷ Kommentar: Aussage A ist wahr, da f´ im Intervall (–1; 1) positive Werte hat. – Aus-
sage B ist falsch, da f´ im Intervall (–1; 1) keine Nullstelle hat [die Schreibweise impli-
ziert, dass 1 nicht zum Intervall gehört; aber auch bei 1 hat die Funktion f nur einen 
Sattelpunkt]. – Aussage C ist wahr, die Ableitungsfunktion hat bei –1 eine Nullstelle 
mit Vorzeichenwechsel von – zu +. – Aussage D ist wahr, denn die Ableitungsfunk-
tion f´ ist eine Funktion 3. Grades, die Funktion f demnach eine Funktion 4. Grades. 
Funktionen 4. Grades haben nicht immer eine Nullstelle. Die gezeigte Ableitungs-
funktion ist f´(x) = (x + 1) (x – 1)² = x³ – x² – x + 1, die zugehörige Funktion f(x) = 
1
4 x4 – 1

3 x³ – 1
2 x² + x + c hat z. B. für c = 1 keine Nullstelle.
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4.4.6 Ganzrationale Funktionen

▶ Aufgabe 107: a) Zeige mit Polynomdivision, dass der Graph der Funktion f mit f(x) 
= x³ – 2x² – 3x + 10 die x-Achse nur im Punkt S (–2 | 0) schneidet.
b) Die Gerade g geht durch S und hat die Steigung 2. Berechne rechnerisch alle 
Schnittpunkte von g mit dem Graphen von f. [LS 6, 111; Klasse 10]

▷ Kommentar: a) Da –2 laut Aufgabenstellung eine Nullstelle ist, lässt sich (x³ – 2x² – 3x 
+ 10) durch (x + 2) dividieren. (x³ – 2x² – 3x + 10) : (x + 2) = x² – 4x + 5 = (x – 2)² + 1. 
Die Gleichung (x – 2)² + 1 = 0 besitzt keine Lösung, also gibt es keine weiteren Null-
stellen.
b) x³ – 2x² – 3x + 10 = 2x + 4 ⇔ x³ – 2x² – 5x + 6 = 0. Durch Probieren ergibt sich als 
eine Lösung x = 1, Polynomdivision mit (x – 1) ergibt x³ – 2x² – 5x + 6 = (x – 1) (x² – x 
– 6) = (x – 1) (x + 2) (x – 3). Die Schnittstellen von f und g sind x = –2, x = 1 und x = 3, 
die Schnittpunkte lassen sich durch Einsetzen in g(x) ermitteln.

▶ Aufgabe 108: Welche Funktion hat einen zur y-Achse bzw. zum Ursprung symmet-
rischen Graphen? [LS 6, 113; Klasse 10]
a) f(x) = –x4 – 5x² + 3 b) f(x) = x5 – 3x³ – 1 c) f(x) = x5 + 3x³ + x² – 4x
d) f(x) = x · (x² – 5) e) f(x) = (x – 2)² + 1 f) f(x) = x (x – 1) (x + 1)

▷ Kommentar: Entschieden wird nach dem Satz: „Wenn der Funktionsterm nur x-Po-
tenzen mit ungerader Hochzahl enthält, dann ist der Graph punktsymmetrisch zum 
Ursprung. Wenn der Funktionsterm nur x-Potenzen mit gerader Hochzahl enthält, 
dann ist der Graph symmetrisch zum Ursprung“ (LS 6, 113; Klasse 10).

▶ Aufgabe 109: Gib an, welche Aussagen aufgrund des Graphen in Fig. 6 zutreffen
a) für die Funktion f, b) für die Funktion g. [LS 6, 114; Klasse 10]
1) Der Graph ist symmetrisch zur y-Achse.
2) Im Funktionsterm kommen Potenzen mit geraden und ungeraden Hochzahlen 
vor.
3) Im Funktionsterm ist die Zahl vor der höchsten Potenz negativ.
4) Der Grad der Funktion ist ungerade.
5) Der Grad der Funktion ist mindestens 3.

▷ Kommentar: Alle Fragen lassen sich durch Schlussfolgerungen aus bestimmten Ei-
genschaften der Graphen beantworten. 1) f ist symmetrisch zur y-Achse; 2) im Funk-
tionsterm von g kommen Potenzen mit geraden und ungeraden Hochzahlen vor 
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(äquivalent zu: g ist nicht symmetrisch zur y-Achse); 3) im Funktionsterm von g ist 
die Zahl vor der höchsten Potenz negativ (wegen g(x) → – ∞ für x → + ∞); 4) der 
Grad der Funktion g ist ungerade (wegen unterschiedlichen Verhaltens für x → ± ∞); 
5) der Grad beider Funktionen f und g ist mindestens 3 (wegen jeweils mindestens 
zwei Extremstellen).

▶ Aufgabe 110: Gib eine ganzrationale Funktion an, die
a) vom Grad 2 ist und genau ein Maximum besitzt,
b) vom Grad 4 ist und zwei Maxima und ein Minimum besitzt,
c) vom Grad 3 ist, keine Extrema besitzt und deren Graph symmetrisch zum Ur-
sprung ist,
d) vom Grad 5 ist und mindestens drei Nullstellen und zwei Extrema besitzt.   
[LS 6, 114; Klasse 10]

▷ Kommentar: a) f(x) = –x², jede ganzrationale Funktion vom Grad 2 mit negativem 
ersten Koeffizienten besitzt genau ein Maximum; b) f(x) = x4 – x² oder f(x) = x² (x – 1) 
(x + 1); c) f(x) = x³; d) f(x) = x5 – x³ oder f(x) = x³ (x – 1) (x + 1). – Zur Bearbeitung der 
Aufgabe ist ein grafikfähiger Taschenrechner (GTR) oder eine Computerprogramm 
wie Geogebra hilfreich, aber nicht zwingend notwendig.

▶ Aufgabe 111: Begründe, warum es keine ganzrationale Funktion mit folgenden Ei-
genschaften geben kann. [LS 6, 115; Klasse 10]
a) Die Funktion ist vom Grad 4 und besitzt genau ein lokales Maximum und ein 
lokales Minimum.
b) Die Funktion ist vom Grad 3 und besitzt keine Nullstelle.

▷ Kommentar: Es gibt jeweils verschiedene Argumentationsmöglichkeiten: a) Verhal-
ten für x → ± ∞, Nullstellen der Ableitungsfunktion; b) Verhalten für x → ± ∞.



83

4.5 Zahlbereiche, Verknüpfungen, Rechenregeln

Untersucht werden soll an dieser Stelle nicht, wann und wie die verschiedenen Zahlbe-
reiche in der Schulmathematik eingeführt und wie die Zusammenhänge zwischen den 
Zahlbereichen dargestellt werden.

Präsentiert werden dagegen Aufgaben, die unter Heranziehung von Sätzen und Re-
chenregeln durch logische Überlegungen zu lösen sind.

4.5.1 Rechnen in der Menge der natürlichen Zahlen ℕ

▶ Aufgabe 112: Babylonische Multiplikationsmethode. Die Babylonier multiplizierten 
zwei beliebige Zahlen mithilfe von Tafeln, auf denen die Quadratzahlen notiert wa-
ren [...]. Wenn zwei Zahlen a und b multipliziert werden sollten, bildeten sie zu-
nächst die Summe (a + b) und die Differenz (a – b). Danach lasen sie die Quadrate 
der Summe und der Differenz von ihrer Tafel ab und subtrahierten beide Zahlen 
voneinander. Diese Differenz wurde durch 4 dividiert, um das Ergebnis der Multipli-
kation a · b zu erhalten.
a) Berechne mit dieser babylonischen Multiplikationsmethode 22 · 18 bzw. 64 · 56.
b) Begründe das babylonische Verfahren mithilfe von Termen. [LS 4, 103; Klasse 8]

▷ Kommentar: Das Verfahren lässt sich leicht mithilfe der binomischen Formeln be-
gründen: (a + b)² – (a – b)² = (a² + 2ab + b²) – (a² – 2ab + b²) = 2ab + 2ab = 4ab.

4.5.2 Rechnen in der Menge der ganzen Zahlen ℤ

▶ Aufgabe 113: Verknüpfe jeweils alle drei bzw. alle vier gegebenen Zahlen mit Hilfe 
der Rechenzeichen „+“ und „–“ so miteinander, dass sich der Termwert 0 ergibt. 
[delta 1, 74; Klasse 5]
a) 25 45 70 b) –25 45 –70 c) 25 –45 50 –70

▷ Kommentar: Die Aufgabe verknüpft in einfacher Weise Kenntnisse über Anordnung 
auf dem Zahlenstrahl mit Kenntnissen über vorteilhaftes Rechnen und Ausnutzung 
des Assoziativgesetzes.

▶ Aufgabe 114: a) Berechne alle Produkte mit positivem Wert, die man aus je zwei 
(bzw. aus je drei) Elementen der Menge {–20; –7; –3; 5; 8} bilden kann.
b) Berechne alle Produkte je zweier Elemente der Menge {–13; –11; –10; –9; 0; 5; 10; 
20}, deren Werte größer als 100 sind. [delta 1, 138; Klasse 5]

▷ Kommentar: Im Hintergrund steht der Satz, dass das Produkt von zwei Zahlen mit 
verschiedenen Vorzeichen stets negativ ist. – Zu Teilaufgabe a): Zu multiplizieren 
sind: zwei positive Zahlen oder zwei negative Zahlen oder zwei negative und eine po-
sitive Zahl. – Zu Teilaufgabe b): in Frage kommen nur ein Paar von positiven (10/20) 
oder ein Paar von negativen Zahlen (–13/–11; –13/–10; –13/–9; –11/–10).
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▶ Aufgabe 115: Welches Vorzeichen hat der Wert eines Produkts aus sechzig von 0 ver-
schiedenen ganzzahligen Faktoren, unter denen doppelt so viele negative wie positi-
ve sind? [delta 1, 139; Klasse 5]

▷ Kommentar: Die Anzahl der negativen Faktoren ist nach dem Text der Aufgabe stets 
gerade, daher hat das Produkt stets ein positives Vorzeichen.

▶ Aufgabe 116: Wahr oder falsch? Versuche jeweils, deine Entscheidung mit Beispielen 
aus der Menge der ganzen Zahlen zu begründen.
a) Der Wert des Produkts zweier ganzer Zahlen ist immer größer als jeder der beiden 
Faktoren.
b) Der Produktwert zweier ganzer Zahlen mit gleichem Vorzeichen ist immer größer 
als jeder der beiden Faktoren.
c) Der Betrag des Produktwerts zweier ganzer Zahlen kann kleiner sein als der Be-
trag jedes der beiden Faktoren.
d) Der Wert des Quotienten zweier ganzer Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen 
liegt immer zwischen diesen beiden Zahlen. [delta 1, 150; Klasse 5]

▷ Kommentar: a) falsch, z. B. wenn genau eine der beiden Zahlen negativ oder Null 
ist.  b) falsch, z. B. ist 0 · 0 = 0 und 1 · 1 = 1.  c) richtig, z. B. wenn genau eine der 
beiden Zahlen gleich Null ist.  d) falsch, z. B. liegt der Quotient von –4 und 1 nicht 
zwischen diesen beiden Zahlen. – Die in der Aufgabe verwendete Formulierung „mit 
Beispielen [...] begründen“ befremdet zunächst, ist in diesem Fall jedoch gerechtfer-
tigt, weil drei Allaussagen durch Gegenbeispiele widerlegt und eine Existenzaussage 
durch ein Beispiel begründet werden konnte.

4.5.3 Rechnen in der Menge der positiven Brüche 𝔹

▶ Aufgabe 117: Ersetze jeweils den Platzhalter ■ der Reihe nach durch fünf Dezimal-
zahlen und dann durch fünf Brüche, sodass jeweils eine wahre Aussage entsteht. 
[delta 2, 97; Klasse 6]

a) 3
5  + ■ < 1  b) ■ – 1

8  > 7
8   c) 1

3  + ■ < 5
3   d) 7

10 – ■ > 1
2

▷ Kommentar: Die Aufgabe trainiert Rechenfertigkeit und Vorstellungen über die An-
ordnung der rationalen Zahlen. Um Lösungen zu finden, sind darüber hinaus lo-
gische Überlegungen erforderlich, etwa bei der ersten Aufgabe: Wenn ich zu drei 
Fünfteln eine Zahl größer oder gleich zwei Fünfteln addiere, ist die Summe nicht 
mehr kleiner als eins, also muss die gesuchte Zahl zwischen Null und zwei Fünfteln 
liegen. Da fünf mögliche Lösungen anzugeben sind, kann ich nicht nur Fünftel wäh-
len, sondern z. B. auch Zehntel oder Siebtel oder Hundertstel.

▶ Aufgabe 118: Lucas will für die Englisch-Klassenarbeit Wörter wiederholen. Am 

Montag wiederholt er 3
10 aller Vokabeln, am Dienstag 2

5 . Am Mittwoch schafft er 

weitere 10%. Welchen Bruchteil der Vokabeln hat er dann noch nicht wiederholt? 
Wie viele Wörter könnten das gewesen sein? [delta 2, 104; Klasse 6]
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▷ Kommentar: Geschafft sind schon 30% + 40% + 10% = 80%, es fehlen noch 20% = 
1
5 . Die Anzahl der Vokabeln muss wegen der Angabe 3

10 ein Vielfaches von 10 und 

durch drei teilbar, wegen der Angabe 2
5  ein Vielfaches von 5 und durch 2 teilbar sein. 

In Frage kommen also Vielfache von 2 · 3 · 5 = 30.

▶ Aufgabe 119: Multipliziere jeden der fünf Brüche 3
4 , 5

6 , 6
4 , 8

10 und 2
14 so mit einer 

natürlichen Zahl, dass der Produktwert
a) eine natürliche Zahl ist; gib jeweils mindestens drei verschiedene Möglichkeiten 
an.
b) eine möglichst große einstellige Zahl ist. [delta 2, 108; Klasse 6]

▷ Kommentar: Zu multiplizieren ist mit einem Vielfachen des Nenners; in Teilaufga-
be b) ergibt sich in einigen Fällen die richtige Lösung nur, wenn der Bruch zuvor 
gekürzt wird.

▶ Aufgabe 120: Übertrage jeweils zunächst die Angabe in dein Heft und ersetze dann 
dort den Platzhalter ■ durch eine natürliche Zahl, sodass eine wahre Aussage ent-
steht. [delta 2, 111; Klasse 6]

a) 1
3  : ■ = 1

30 b) 30
49 : ■ = 2

49 c) 8
■  : 4 = 2

11  

d) 12
■  : 3 = 1

5  e) (–625) : ■ = –25 f) 1 3
7  : ■ = 1

14

▷ Kommentar: Anzuwenden sind verschiedene Rechenregeln der Bruchrechnung.

▶ Aufgabe 121: Berechne zunächst den Wert des Produktes 6
7  · 2

5 . Finde dann heraus, 

wie sich der Produktwert ändert, wenn du (ohne weitere Änderungen)
a) den Zähler des ersten Faktors verdoppelst.
b) den Zähler des zweiten Faktors halbierst.
c) den Nenner des zweiten Faktors verdoppelst.
d) den Zähler und den Nenner des ersten Faktors verdreifachst.
e) die Zähler der beiden Faktoren vertauschst.
f) die Nenner der beiden Faktoren verdoppelst.
g) die Zähler der beiden Faktoren halbierst.
h) den Kehrwert des ersten Faktors mit dem Kehrwert des zweiten Faktors multipli-
zierst. [delta 2, 117]

▷ Kommentar: Die Aufgabe lässt die Schülerinnen und Schüler Zusammenhänge der 
Multiplikation von Brüchen selbsttätig entdecken; Abhängigkeiten (Wenn ... dann) 
werden deutlich.

4.5.4 Rechnen in der Menge der rationalen Zahlen ℚ

▶ Aufgabe 122: Entscheide, welche der folgenden Aussagen wahr und welche falsch 
sind, und begründe jeweils deine Entscheidung. [delta 2, 196; Klasse 6]
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a) Der Wert jeder Summe aus zwei negativen rationalen Zahlen ist negativ.
b) Der Wert des Quotienten von zwei natürlichen Zahlen ist stets eine rationale Zahl.
c) Jede Summe aus einer negativen rationalen Zahl und einer natürlichen Zahl hat 
eine positive rationale Zahl als Wert.
d) Zwischen den Bildpunkten der Zahlen –5,5 und +3,2 auf einer Zahlengeraden 
liegen die Bildpunkte von vier natürlichen Zahlen.
e) Zwischen den Bildpunkten der Zahlen –5,5 und +3,2 auf einer Zahlengeraden 
liegen die Bildpunkte von neun ganzen Zahlen.
f) Der Produktwert zweier negativer rationaler Zahlen ist stets positiv.

▷ Kommentar: Die Aussagen sind aufgrund der Eigenschaften der jeweiligen Zahlbe-
reiche und von Sätzen zu entscheiden. – a) ist wahr und kann auf verschiedenen We-
gen begründet werden, z. B. Bewegung auf der Zahlengerade, Gegenzahl der Summe 
der Gegenzahlen, Distributivgesetz. – b) definitionsgemäß wahr, zumal die rationa-
len Zahlen die natürlichen Zahlen mit einbegreifen, so dass auch der Quotient von 
4 und 2 rational ist. – c) falsch, ein Gegenbeispiel ist leicht gefunden. – d) falsch, 
weil Null (im Zusammenhang der aktuellen Schulmathematik) keine natürliche Zahl 
ist. – e) wahr, weil Null eine ganze Zahl ist. – f) wahr aufgrund der Rechenregeln 
in ℚ.

▶ Aufgabe 123: Übertrage die Tabelle in dein Heft und kreuze dann bei jeder Teilauf-
gabe an, ob ihre Aussage in der Zahlenmenge ℕ, ℤ bzw. ℚ wahr oder falsch ist. 
[delta 2, 199; Klasse 6]

Aussage
in ℕ in ℤ in ℚ

wahr falsch wahr falsch wahr falsch

a) In dieser Zahlenmenge gibt es ein kleinstes Element.

b) In dieser Zahlenmenge gibt es ein größtes Element.

c) In dieser Zahlenmenge gibt es zu jeder Zahl auch die 
Gegenzahl.

d) Der Wert des Quadrats jeder Zahl dieser Zahlenmenge 
ist mindestens so groß wie die Zahl selbst.

e) Zu je zwei Zahlen dieser Zahlenmenge gibt es stets meh-
rere „dazwischen liegende“ Zahlen dieser Zahlenmenge.

f) In dieser Zahlenmenge gibt es zu jeder Zahl außer null 
auch den Kehrwert.

g) In dieser Zahlenmenge ist jede Zahl gleich ihrem Betrag.

h) In dieser Zahlenmenge gilt sowohl das Kommutativ- wie 
auch das Assoziativgesetz der Addition.

▷ Kommentar: Die Aussagen sind aufgrund der Eigenschaften der jeweiligen Zahlbe-
reiche zu entscheiden.

▶ Aufgabe 124: Begründe: a) Zwischen zwei rationalen Zahlen gibt es immer eine ra-
tionale Zahl.
b) Addiert man eine rationale und eine irrationale Zahl, erhält man eine irrationale 
Zahl. [LS 4, 56; Klasse 8]
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▷ Kommentar: Zu Teilaufgabe a): Der Mittelwert aus zwei rationalen Zahlen ist immer 
größer als die eine und kleiner als die andere Zahl, wie sich mit zwei Ungleichungen 
leicht nachweisen lässt; durch Konstruktion ist der Mittelwert selbst rational.
Zu Teilaufgabe b): Beweisbar durch Widerspruch. Angenommen die Summe einer 
rationalen Zahl a und einer irrationalen Zahl b wäre die rationale Zahl c, dann ist 
b = c – a. Weil aber (wegen der Abgeschlossenheit von ℚ) die Differenz von zwei 
rationalen Zahlen wiederum rational ist, wäre b rational, was im Widerspruch zur 
Annahme steht. Also ist die Summe aus einer rationalen und einer irrationalen Zahl 
eine irrationale Zahl.

▶ Aufgabe 125: Bruchzahlen, abbrechende und periodische Dezimalzahlen. Durch die 
folgenden Überlegungen kann man sich klar machen, dass jede Bruchzahl entweder 
in eine abbrechende oder periodische Dezimalzahl umgewandelt werden kann.
a) Schreibe das Ergebnis als Dezimalzahl: 1 : 5; 10 : 8; 20 : 125.
b) Welche Reste können bei der Division durch 7 auftreten?
c) Welche Reste können bei der Division durch 9 (11; 25; 125) auftreten?
d) Begründe: Jede Bruchzahl kann entweder in eine abbrechende oder eine periodi-
sche Dezimalzahl umgewandelt werden. [LS 4, 57; Klasse 8]

▷ Kommentar: Die Aufgabe führt schrittweise zu einem Beweis bzw. zu einer Beweis-
idee.

4.5.5 Rechnen in der Menge der reellen Zahlen ℝ

▶ Aufgabe 126: Gib eine Zahl an, die
a) eine rationale Zahl ist und gleichzeitig keine ganze Zahl ist.
b) eine ganze Zahl ist und gleichzeitig keine natürliche Zahl ist.
c) eine Bruchzahl ist und gleichzeitig keine positive Zahl ist.
d) weder eine positive noch eine negative Zahl ist.
e) eine reelle Zahl, jedoch keine rationale Zahl ist. [LS 4, 63; Klasse 8]

▷ Kommentar: Zur Lösung müssen die Eigenschaften der verschiedenen Zahlbereiche 
reflektiert werden.

▶ Aufgabe 127: Entscheide, ob die folgende Aussage wahr ist. Wenn nicht, gib ein Ge-
genbeispiel an. Es gilt: a ∈ ℝ+, n ∈ ℕ \ {0}. [LS 5, 83; Klasse 9]
a) Wenn n eine gerade natürliche Zahl ist, dann gilt: a–n > 0.
b) Wenn a–n > 0, dann ist n eine gerade natürliche Zahl.
c) Wenn a > 1, dann ist a–n < 1.
d) Wenn a–n < 1, dann ist a > 1.
e) Wenn a < 1, dann ist a–n > 1.

▷ Kommentar: Eine Übung, um das zunächst ungewohnte Konzept des negativen Ex-
ponenten zu reflektieren und logisch nachzuvollziehen.
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5. Schlussbetrachtung

Logik und insbesondere Aussagenlogik ist keine der den heutigen Mathematikunter-
richt bestimmenden Leitideen, doch sollen die Schülerinnen und Schüler in der Lage 
sein, „elementare Regeln und Gesetze der Logik [zu] kennen und an[zu]wenden“ so-
wie „Begründungstypen und Beweismethoden der Mathematik kennen, [sie] gezielt 
auswählen und anwenden [können]“, wie es im Bildungsplan zum Kompetenzbereich 
„Begründen“ heißt.51

Diesen Aspekt der Mathematik – „Mathematik ist eine Sprache, die Strukturen erfasst 
und darstellt“52 – lernen die Schülerinnen und Schüler, indem logische Strukturen fort-
während in Aufgaben präsent sind und sich in unterschiedlichen Repräsentationsfor-
men manifestieren.

Von der Annahme ausgehend, dass logisches Denken gewissermaßen im Keim bei den 
Schülerinnen und Schülern als Grundkompetenz immer schon vorhanden ist, sollen 
logische Kenntnisse und Fertigkeiten weiterentwickelt und gepflegt werden.

*

Überblickt man die aus den untersuchten Schulbüchern zusammengetragenen Aufga-
ben, so lassen sich folgende Beobachtungen festhalten:

Die quantitativ wichtigste Repräsentationsform aussagenlogischer Strukturen ist zwei-
fellos die Überprüfung von Kompetenzen in Gestalt von Aussagen, deren Wahrheits-
gehalt anzugeben ist. Dabei reicht das Spektrum von elementaren Aussagen über Ei-
genschaften von Begriffen bis zu logischen Schlüssen (Wenn ... dann) und All- wie 
Existenzaussagen („Jedes...“, „Alle...“, „es gibt ...“), die ein deutlich höheres Reflexions-
niveau erfordern.

Während elementare Aussagen in der Regel aus einer Rekapitulation von Begriffsbe-
stimmungen (Definitionen) unmittelbar beurteilt werden können, ist das Begründen 
von zusammengesetzten Aussagen (Sätzen) im Allgemeinen nur unter Heranziehen 
von mehreren Begriffsbestimmungen und anderen, bereits bekannten Aussagen/Sät-
zen möglich. Letztere Tätigkeit erfordert mithin zum einen Übung, korreliert zum an-
deren jedoch gewiss mit Intelligenz, so dass die Überprüfung des Wahrheitsgehalts 
von zusammengesetzten Aussagen neben ihrer Bestimmung als Lernerfolgs- auch ein 
Mittel der differenzierten individuellen Leistungsbeurteilung darstellt.

Eine weitere wichtige Repräsentationsform aussagenlogischer Strukturen stellen Be-
weise bzw. Begründungen von mathematischen Sachverhalten und Zusammenhängen 
dar. Durch den Fortfall des axiomatischen Aufbaus der Schulmathematik müssen zwar 
Begriffe nicht mehr im strengen Sinne definiert, Sätze nicht mehr im engeren Sinne 
bewiesen werden, doch sollen Zusammenhänge weiterhin nicht nur durch Nachmes-

51 Bildungsplan 2004. Allgemein bildendes Gymnasium, S. 92.
52 Bildungsplan 2004. Realschule, S. 60.
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sen und Anschauen plausibel gemacht werden – ein Verfahren, das zu Fehlschlüssen 
verleitet –, sondern nachvollziehbar begründet werden. 

Begründen aber geschieht nach wie vor durch den Rekurs auf bereits Bekanntes, Si-
cheres, Gewisses. Die Kunst des Begründens besteht darin, zunächst den Kern des zu 
Begründenden zu erkennen, sodann den kausal respektive logisch mit dem zu Begrün-
denden verknüpften Sachverhalt zu ermitteln und schließlich die Kausalität respektive 
Logik der Verknüpfung plausibel zu machen. Letzteres geschieht durch Schlussfolge-
rungen.

Dabei ist von großer Bedeutung, dass die Schlussfolgerungen auch gültig sind; andern-
falls resultieren Fehl- und Scheinbegründungen oder Zirkelschlüsse. An dieser Stelle 
versagt möglicherweise das Konzept der aktuellen Schulmathematik, denn im Grunde 
sind alle Schlüsse außer dem modus ponens, nämlich (A ∧ (A → B)) → B, und dem mo-
dus barbara (Kettenschluss), nämlich (A → B) ∧ (B → C) → (A → C), nicht „einfach so“ 
zu verstehen.53 

Die Kompetenz des logischen, nachvollziehbaren Begründens erfordert Reflexion von 
Sprache und Logik und damit vor allem auch Reflexion von Begriffen und deren Ver-
knüpfung zu Sätzen. Umgekehrt leistet solche Reflexion nicht nur einen Beitrag zum 
Weltverstehen, sondern ermöglicht auch erst das Verständnis komplexer Texte; eine 
Kompetenz, die bekanntlich auch nach Abschluss der Schulzeit nicht bei allen in be-
friedigender Weise ausgebildet ist.

*

Gewiss wäre es interessant zu untersuchen, ob eine zusätzliche Unterrichtseinheit zum 
Thema „Logik“ – etwa im Zusammenhang mit dem Thema „Beweisen“ in der Klas-
se 8 – Schülerinnen und Schülern vermehrte Kompetenzen im Bereich des Problem-
lösens, insbesondere aber des Argumentierens vermitteln würde. Die vorliegende Ar-
beit konnte, aus den in der Einleitung dargelegten Gründen, eine solche Untersuchung 
nicht leisten, vielleicht aber Anregungen und Materialien zu einer entsprechenden Stu-
die bereitstellen.

53 Und selbst hier gilt, dass viele Implikationen, die in Schlüssen nach dem modus ponens oder 
modus barbara verwendet werden können, sich nicht „von selbst verstehen“. Im Zusammen-
hang mit der Implikation verzeichnet Oberschelp: Elementare Logik und Mengenlehre I (1974), 
S. 93–97: Liste von Tautologien, u. a. (!) die folgenden Tautologien:

 (21) φ → ψ .←→. ¬ φ ∨ ψ
 (22) ¬ φ → ψ .←→. φ ∨ ψ
 (23) φ → ψ .←→. ¬ (φ ∧ ¬ ψ)
 (24) φ → ¬ ψ .←→. ¬ (φ ∧ ψ)
 (25) φ → ψ .←→. φ ∧ ψ ←→ φ
 (26) φ → ψ .←→. φ ∨ ψ ←→ ψ
 (27) φ → ψ .←→. ¬ ψ → ¬ φ
 (28) φ → ¬ ψ .←→. ψ → ¬ φ
 (29) ¬ φ → ψ .←→. ¬ ψ → φ
 (42) ¬ (φ → ψ) .←→. φ ∧ ¬ ψ
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