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Vorwort

»Alles was zdhlt“ — unter diesem weitgespannten und umfassenden Motto
steht das Wissenschaftsjahr 2008, das vom Bundesministerium fiir Bildung
und Forschung zum Jahr der Mathematik erkldrt wurde. In diesem Zeitraum
soll einer breiten Offentlichkeit die Bedeutung von Mathematik als einer
Jahrtausende alten, historisch gewachsenen und gerade in unseren Tagen
aktuellen Wissenschaft vorgestellt werden.

Ein solcher Auftrag richtet sich auch an die Pidagogischen Hochschulen.
Fast unbemerkt von der Offentlichkeit findet schon seit einigen Jahren in der
Mathematikdidaktik ein Paradigmenwechsel statt, der auf allen Stufen des
Mathematikunterrichts bisher unbekannte Perspektiven eroffnet. Er zeigt
sich einerseits in der methodischen Neugestaltung traditioneller Inhalte und
in der Aufnahme innovativer Unterrichtsgegenstinde in das Curriculum,
andererseits in der bewufiten Hinwendung zu groferer Selbsttitigkeit der
Schiiler und — damit verbunden — in der Entwicklung schiilergeméBer Pro-
blemldsestrategien. Er wird erkennbar an verstirktem FEinsatz technischer
Medien im Unterricht und an fachiibergreifenden und ficherverbindenden
Fragestellungen. Er benutzt vielfiltige, auch neuartige Methoden der Lerner-
folgskontrolle und der Leistungsmessung — und er besinnt sich wieder auf
die historische Entwicklung und auf die kulturgeschichtlichen Einfliisse von
Mathematik.

Mit dem hier vorliegenden Band suchen wir den Dialog zwischen Schule
und Hochschule, indem wir — fiir Lehrende und Lernende — mosaikartig und
beispielhaft von solchen fiir den Unterricht relevanten, ihn neu ausrichtenden
Verinderungen berichten.

In sechzehn Beitrigen beschreiben, unabhingig voneinander, neunzehn
Autorinnen und Autoren methodische und systematische Projekte aus

* Arithmetik und Algebra
*  Geometrie und Analysis
* Informatik und Geschichte,

die in enger Beziehung zum heutigen Mathematikunterricht stehen. Wir
stellen damit ganz unterschiedliche mathematikdidaktische Entwiirfe zu ver-
schiedenen Schularten und -stufen vor: von der ersten bis zur zwolften Klas-
se, die wir — wobei eine solche Auswahl immer nur einen Teil des Curricu-
lums beriicksichtigen kann — um die Schliisselworte

» kindgemdpfer Anfangsunterricht

» problemorientierte Elementarmathematik
* computergestiitzte Anwendungen

* historische Wandlungen
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gruppieren. In ihrer so erkennbaren Breite, und weil sich — beabsichtigt — die
Beitrige nach Konzeption und Diktion stark voneinander unterscheiden,
fligen sie sich ein in ein buntes Mosaik moderner Schulmathematik.

Die ehemaligen und jetzigen Mitglieder des Faches Mathematik (Fakultét
fiir Natur- und Gesellschaftswissenschaften an der Pddagogischen Hoch-
schule Heidelberg), von denen die hier zum ersten Mal verdffentlichten Bei-
triage verfasst wurden, danken dem Wissenschaftlichen Beirat der Schriften-
reihe und dem Freundeskreis der Hochschule fiir ideelle und materielle Un-
terstiitzung bei der Vorbereitung und Durchfiihrung dieser Publikation. Ein
ganz personliches Dankeswort des Herausgebers gilt dem Verleger Herrn
Mattes vom Mattes Verlag Heidelberg fiir seine jederzeit hilfreiche Bera-
tung. — Insbesondere aber und vor allem Anderen sei der eigentliche, uns
leitende Anlass genannt, der zu dieser gemeinsamen Verdffentlichung zum
jetzigen Zeitpunkt gefiihrt hat:

Zum Entwurf und zur Entwicklung der beschriebenen Mosaikbau-
steine haben die Autorinnen und Autoren auch wihrend ihrer Tdtig-
keit an der Pddagogischen Hochschule Heidelberg beigetragen. Dies
geschah in wechselseitiger Anteilnahme und in reger Zusammenar-
beit — oft iiber das Fachliche noch hinausgehend — mit dem Mathe-
matikdidaktiker Prof. Dr. Werner Ast, der seit 1972 als Hochschul-
lehrer fiir Mathematik und ihre Didaktik an der Pddagogischen
Hochschule Heidelberg tdtig ist: sowohl in Forschung und Lehre
und in der schulpraktischen Ausbildung zukiinftiger Lehrerinnen und
Lehrer als auch in leitenden Positionen der Selbstverwaltung. Ihm,
dem Kollegen und Freund aus mehr als drei Jahrzehnten, sei als
Dank fiir gemeinsam zuriickgelegte Wege dieser neue Band zur Hei-
delberger Mathematikdidaktik gewidmet: aus Anlaf3 seines 65. Ge-
burtstages im Jahr 2008 — unter dem aktuellen Motto:

ALLES WAS ZAHLT.

Heidelberg, im Friihjahr 2008 Jiirgen Schonbeck



Bausteine aus dem
mathematischen Anfangsunterricht






Reinhard Mauve
Piddagogische Hochschule Heidelberg

Crazy Machines —
Ein Beispiel zum Problemlosen mit Grundschiilern

Summary

Crazy Machines is a computer program that allows both children and adults
to practice their problems solving skills. In the first section, Crazy Machines
is introduced with an emphasis on its use for teaching problem solving. It
will be shown that Crazy Machines is an excellent teaching environment for
active and explorative education. The second part includes experiences,
observations, and deliberations regarding an experimental lecture with
Crazy Machines. Besides examples for problem solving, it will also be ex-
plored how the software can be used for producing own problems. The topic
covered in this chapter might be a starting point for further research on
teaching problem solving at an elementary school level.

Einleitung

Die folgenden Ausfiihrungen betreffen einen Problemldsekurs fiir 6-jdhrige
Kinder, dessen erste Phase abgeschlossen ist und der sich iiber vier Jahre
erstrecken soll. Ein Ausgangspunkt fiir diesen ,,Kinderkurs* war der Wunsch
nach Beobachtungen und praktischen Erfahrungen zum Problemldsen und
Problemldselernen von Kindern. Fiir die Gestaltung eines solchen Kurses
waren zwei bekannte, klassische Ansitze zum Problemltselernen besonders
bedeutsam:

Georg Polya gilt als der Klassiker des Problemloselernens. Er sagt:
»Das Losen von Aufgaben ist eine praktische Kunst wie Schwimmen oder
Skilaufen oder Klavierspielen: Sie ldsst sich nur durch Nachahmung und
Ubung erlernen.*

»Wer schwimmen lernen will, muss ins Wasser gehen, und wer Aufgaben
l6sen lernen will, muss Aufgaben 16sen.*

,»Will man moglichst viel Nutzen aus seinen Bemiihungen ziehen, so achte
man bei der Bearbeitung jeder Aufgabe auf solche Ziige, die bei der Be-
handlung spiterer Aufgaben niitzlich sein konnten* (Polya 1966).

Beim aktiv entdeckenden Lernen wird das Kind in problemhaltige Situa-
tionen versetzt, zu eigenen Aktivititen und Losungsansitzen ermutigt und
ggf. Hilfe zum Selbstfinden angeboten. Nicht ,,.Darbieten und Entwickeln*
sondern ,,Veranlassung der Gelegenheit und Anregung zur eigenen Ent-
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wicklung® sind die zentralen Stichworte. Aufgabe des Lehrers ist nicht ein
Darbieten oder sogar ein Vormachen, sondern die Bereitstellung giinstiger
Lernumgebungen fiir selbststindiges Lernen (Wittmann 1995).

Ubereinstimmend betonen alle Autoren: Problemlosen lernt man nur
durch das Losen von Problemen (aktives Lernen) und durch ein Nachdenken
iiber das eigene Vorgehen (Metakognition).

Fiir den Kinderkurs wurde bei Beriicksichtigung der obigen Ansitze die
Lernumgebung Crazy Machines (CM) gewihlt. Bei CM handelt es sich um
eine Simulationssoftware, die kindgemifBes Problemldsen in einem elemen-
taren technisch-physikalischen Kontext unterstiitzt. CM verlangt einen ho-
hen Grad an Selbsttitigkeit, bezieht sich auf bedeutsame Sachkontexte, ist
sehr motivierend und kinderleicht zu bedienen (vgl. Crazy Machines
20006).

Meine Ausfiihrungen enthalten im ersten Teil allgemeine Aussagen zum
Thema Crazy Machines und Problemlosen. Der zweite Teil bezieht sich auf
Erfahrungen aus dem Kinderkurs.

1 Crazy Machines

Ich beschrinke mich hier auf kurze Hinweise zu Crazy Machines, die fiir
eine Diskussion des Zusammenhangs mit dem Problemloselernen ausrei-
chen. Fiir eine detaillierte Beschreibung aus padagogischer Sicht vergleiche
man den Artikel ,,Pidagogische Aspekte des Computerspiels Crazy Machi-
nes“ (Callies 2004).

1.1 Ein Beispiel

Abb. 1: Problem 39 (vgl. Farbbild 1)



Crazy Machines 13

Abbildung 1 zeigt das Problem 39 aus der CM-Sammlung. Der Bildschirm
des Computers ldsst eine einfache Gliederung erkennen. Einige Elemente
einer ,,Maschine* (Kerze, Dampfmaschine, Hammerwerk und Ballons) sind
links auf der Arbeitsfliche fest vorgegeben. In der rechten ,,Elementspalte*
befinden sich bewegliche Elemente (2 Antriebsbinder, 2 Windmiihlen), die
mit der Maus auf die Arbeitsfldche gezogen und zu einer funktionierenden
Maschine verarbeitet werden konnen.

Kinder mit einigen CM-Erfahrungen wissen was zu tun ist. Angstliche
Erwachsene holen sich folgende Anweisungen: ,,.Du kennst Dampfmaschi-
nen mit einem Antriebsrad. Und eine Hammermaschine, die einen Nagel
durch das Brett schlagen kann. Nun sind da noch Luftballons, die alle zer-
platzen sollen. Baue die Ballon-Zerplatzmaschine fertig. Dazu hast Du zwei
Windmiihlen und zwei Antriebsbinder.*

Es gibt viele Losungen fiir Problem 39. Die nachstehenden Bilder zeigen
zwei davon. Links eine kurze und einfache Losung, die nicht alle zur Verfii-
gung stehenden Elemente benutzt. Die komplexere Losung rechts nutzt alle
Elemente und verwendet die Doppelfunktion von Windmiihlen als Winder-
zeuger und als Energieerzeuger.

Abb. 2: Losung zu Problem 39 Abb. 3: Losung zu Problem 39
1.2 CM-Probleme

CM-Probleme sind Sequenzen von CM-Elementen, die zu einer ,,Maschine*
mit einer bestimmten Funktion zusammengebaut werden sollen. Dabei gibt
es fest vorgegebene Elemente auf der Arbeitsfliche und beweglich verfiigba-
re in der Elementleiste.

Losungen von CM-Problemen und ihren Teilproblemen lassen sich
durch Aktivieren der Maschine iiberpriifen. CM-Probleme konnen mehrere
Losungen haben, die unterschiedlich komplex sind.

Die Elemente von CM-Problemen entstehen durch Simulation von Ob-
jekten aus unserem Alltagsumfeld und aus physikalisch-technischen Samm-
lungen. Die Elemente werden als Blackbox-Objekte so vorgestellt, dass mit
ihnen ohne weitere Vorkenntnisse gearbeitet werden kann.
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Aus CM-Elementen kann man wirklichkeitsnahe Maschinen konstruie-
ren, aber auch Phantasiemaschinen, die nicht selten skurril wirken und an
Spielzeugkonstruktionen wie Kugelbahnen und Bausteinburgen erinnern.
Letzteres aber macht oft gerade ihren Reiz fiir einen kindlichen Problemldser
aus. Gute CM-Probleme wirken wie Knobelaufgaben und sprechen die Lust
am Funktionieren komplexer, nicht notwendig niitzlicher technischer Kon-
struktionen an. CM-Freunde wiirden ihr ,,Arbeitsgebiet” vielleicht auf der
Grenze zwischen Technik und Kunst ansiedeln.

1.3 Losen von CM-Problemen

CM ist eine giinstige Lernumgebung zum Problemlosen, weil es eine reich-
haltige Vielfalt von Problemen und Probleml&seaktivititen anbietet:

Hilfreich ist immer eine Analyse der Funktionsoptionen von Elementen
und Elementgruppen. Zur Losung von Problem 39 ist es z.B. niitzlich, die
beiden Funktionen von Windmiihlen zu kennen: Winderzeugung und Ener-
gieerzeugung.

Zentrale Losungsaktivitit ist das Experimentieren. In jeder Losungspha-
se kann man die bis dahin konstruierte Maschine aktivieren. Dann ist er-
kennbar, ob und wie weit man einer Losung ndher gekommen ist und wel-
cher Schritt ggf. als nichster sinnvoll wire.

Eine Zerlegung in Teilprobleme ist bei CM-Problemen gegeben durch
sinnvolle Teilsequenzen von Elementen, die bereits einen Teil der ge-
wiinschten Funktion der Gesamtmaschine haben. Beim Problem 39 wird
man etwa versuchen, erst einmal eine Windmiihle in Aktion zu bringen.

Vorwdrtsarbeiten, ausgehend von Anfangselementen, und Riickwdrtsar-
beiten von den Endelementen der Sequenz sind oft erfolgreiche Strategien.
Beim Problem 39 wiirde man dann etwa eine der Windmiihlen mit der
Dampfmaschine (vorwirts) und eine mit der Hammermaschine (riickwirts)
mit Antriebsbidndern verbinden. Experimentieren konnte dann die Lo-
sungsidee nahe legen: Die erste Windmiihle erzeugt Wind, mit dem die
zweite Windmiihle und damit das Hammerwerk angetrieben werden.

Mit wachsender Erfahrung wird der Problemloser immer mehr auf Ma-
schinen treffen, deren Aufbau schon bekannten Maschinen dhnlich ist. Dann
sind Analogiebetrachtungen hilfreich. Man kann z.B. statt einer Dampfma-
schine auch einen Elektromotor nutzen, um Drehbewegungen zu erzeugen.
Auch muss man nicht eine Hammermaschine antreiben, sondern kann analog
auch ein Forderband oder eine Grillwurstdrehanlage in Gang setzen.
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1.4 Bearbeiten von CM-Problemen

Neben dem Losen von vielen ,,guten Problemen® ist zum Problemldselernen
auch das Nachdenken tiber den Problemltseprozess bedeutsam. Bei jiingeren
Schiilern sto3t aber eine Aufforderung zu einer Riickbesinnung (,,Was haben
wir gemacht?*‘) nur selten auf motivierendes Verstindnis. Hier bieten sich
Eigenproduktionen als kindgemiBer Ersatz an: Durch den Ubergang in einen
Editor kann man aus jedem Problem eine ,,Problembaustelle’ machen. Dann
stehen alle Elemente beweglich zur Verfiigung und konnen auf Arbeitsfliche
und Elementleiste frei verteilt werden. Auflerdem konnen aus den CM-
Baukisten neue Elemente hinzugefiigt werden.

Grundlegende Aktivitdt ist dabei zunidchst ein Nachkonstruieren. Der
Schiiler wird aufgefordert, die eben gefundene Maschine auf einer leeren
Arbeitsflidche vollstindig neu aufzubauen. Dadurch wird er angeregt, sich an
einzelne Losungsschritte zu erinnern und sie erneut zu einer funktionieren-
den Gesamtlosung zusammen zu setzen. Zugleich regt die Beweglichkeit
aller Elemente im Editiermodus zu ersten Variationen der Lage an. Es kon-
nen dabei alte Losungen verloren gehen und neue Losungen entstehen.

Besonders reizvoll ist eine Variation der Verteilung von Elementen zwi-
schen Arbeitsfliche und Elementspalte. Durch Verlegung von Elementen der
Arbeitsfliache in die Elementleiste wird das Problem in der Regel anspruchs-
voller, weil die Liicken in den Sequenzen vergrofiert werden. Durch die um-
gekehrte Vorgehensweise erhilt man ein leichteres Problem, weil mehr von
einer Losung verraten wird. Dieser Vorgang gibt nicht selten Anlisse zum
Abbau verfestigter Vorstellungen und zu beweglichem Denken.

Wenn man z. B. in Problem 39 die Kerze in die Elementleiste versetzt

(Abb. 4), wird die Situation fiir eine vollig neue Losung gedtfnet (Abb. 5).
Die Ballons zerplatzen wegen der Hitze der Kerze. Die Dampfmaschine und
das Hammerwerk mit dem Nagel werden zur Losung des Problems nicht
benutzt.

Abb. 4: Neue Elementverteilung Abb. 5: Neue Losung
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Die Option Hinzufiigen neuer Elemente gestattet es, das Problem weit-
gehend kreativ abzuiindern. Der Konstrukteur gibt das Ausgangsproblem frei
zur Erzeugung von mehr oder weniger verwandten Problemen. Er kann da-
bei die ,,Elementkisten” von CM 6ffnen und auf mehr als 80 Elemente zu-
greifen. Bei Problem 39 z.B. kann der Bearbeiter andere Ubertragungsme-
chanismen zwischen Dampfmaschine und Hammermaschine einfiigen, etwa
einen Stromgenerator und einen Elektromotor. Die Eingabeelemente
(Dampfmaschine mit der Kerze) kann er ersetzen durch eine Solarzelle, die
aus dem Licht einer Lampe Strom fiir einen Motor erzeugt (Abb. 7).

Abb. 6: Neue Ubertragungselemente Abb. 7: Neue Eingabeelemente

SchlieBlich ist es auch moglich, die Ausgabemaschine durch andere Ein-
heiten zu ersetzen. In Abbildung 8 wurde die Hammermaschine mit den
Ballons aus Problem 39 durch Forderbénder ersetzt, die eine Kiste transpor-
tieren sollen.

Abb. 8: Neue Ausgabeelemente
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2 Beobachtungen und Erfahrungen

Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich auf einen halbjdhrigen Kurs mit
einer kleinen Gruppe von Midchen und Jungen aus einer ersten Klasse. In
wochentlichen Treffen im Umfang von 2 Schulstunden wurde das Thema
,~Problemlosen mit dem Computer” behandelt. Zentral war dabei die Be-
schiftigung mit Crazy Machines.

Jede Einheit begann und endete mit einer kleinen Konferenz, wéihrend in
der Hauptzeit dazwischen in Zweiergruppen an jeweils einem Computer
gearbeitet wurde. Es waren immer auch die Eltern zur Teilnahme eingela-
den.

Die folgenden Erfahrungen und Beobachtungen sind sicher nicht repri-
sentativ fiir Kinder dieses Alters. Sie konnen allenfalls als Anregungen zum
Nachdenken iiber das Problemlseverhalten von Schulanfingern angesehen
werden.

2.1 Motivation

Durch die duflere Gestaltung (Grafik, Sound) wirkte CM von Anfang an
motivierend auf die Kinder. Fiir eine durchgehende Motivation spielten aber
daneben andere Aspekte eine wichtige Rolle:

der hohe Grad an Manipulierbarkeit der CM-Elemente
die auf Kinder gut abgestimmte CM-Problemfolge

die Funktionsweise von CM-Maschinen

die Optionen zu Eigenproduktionen.

Die Kinder konnten CM-Elemente mit der Maus auf der Arbeitflédche
frei bewegen und sie zu Funktions-Gruppen zusammenfiigen. Dies ist ein
virtuell-handlungsorientiertes Vorgehen, das der Alterstufe entspricht. Dabei
waren unterschiedliche Handlungstypen beobachtbar:

e Kinder, die vorsichtig — z. T. nach lidngeren Voriiberlegungen — aktiv
wurden und auch dann dngstlich auf richtiges Vorgehen bedacht waren.
Sie wollten die Gesamtlosung in einem Zug konstruieren und keinesfalls
unsichere Versuche wagen.

e Davon unterschieden sich deutlich Kinder, die unverziiglich und nicht
selten ein wenig planlos CM-Elemente auf der Arbeitsfliche bewegten,
eine Vielzahl von Kombinationen ausprobierten, dabei Fehler riskierten
und dann erst mit strategischen Uberlegungen begannen.

Die Familienversion von CM bietet den Kindern eine durchdachte Pro-
blemsequenz an. In sehr einfachen Aufgaben wurden die Kinder mit den
Elementen vertraut gemacht, bevor dann komplexere Probleme gestellt wer-
den konnten. Diese sich steigernden Anspriiche verhinderten Resignation
und steigerten die Spannung. Dennoch war in einigen Situationen ein ermu-
tigender Zuspruch (vom Lehrer) hilfreich.
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Immer wieder fasziniert waren Kinder, eine komplexere CM-Maschine
in Aktion zu sehen. Als besonders anregend erwiesen sich dabei Fehlfunk-
tionen, die nicht erwartet und geplant waren. Es empfiehlt sich, die Kinder
die erwartete Funktionsweise voraussagen und ggf. die Ursachen einer Fehl-
funktion vermuten zu lassen.

Schlieflich war fiir die Kinder besonders reizvoll, aus den ,,Elementki-
sten* im Editor Elemente heraus zu holen und zu neuen Maschinen zusam-
men zu setzen. Dabei sollten zunichst nur bekannte Elemente zugelassen
werden. Nicht selten erfanden Kinder Phantasiemaschinen, wobei ihnen an
einem Wirklichkeitsbezug wenig gelegen war. Natiirlich reizte sie auch alles,
was zusammenstoBt und knallt oder explodiert.

2.2 Experimentieren

Die Kinder verhielten sich bzgl. des Experimentierens durchaus unter-
schiedlich. Im Extrem konnte man experimentierdngstliche von experimen-
tierfreudigen Kindern unterscheiden. Dabei wird nicht iiberraschen, dass es
sich genau um die beiden Typen aus dem Abschnitt iiber Motivation han-
delte.

e Experimentierdngstliche Kinder iiberlegen und planen griindlich. Sie be-
halten das Gesamtziel im Blick. Dann versuchen sie in einer einzigen
Konstruktionsphase die gesamte Maschine zu erstellen. Schlielich dient
ein Abschlussexperiment der Uberpriifung ihrer Losung. Wenn — was oft
vorkommt — die Maschine das Problem nicht 16st, fangen solche Kinder
nicht selten ganz von vorne an. Fehler bedeuten fiir diese Kinder oft ein
Versagen. So wollten sie im Kinderkurs z.B. nicht bei ihren Misserfolgen
fotografiert werden.

e Experimentierfreudige Kinder beginnen schon mit einem Aktivieren der
Ausgangssituation. Nach jeder der beiden CM-Aktionen ,,Hinzufiigen
von Elementen und ,,Lagevariation von Elementen* wird die neue Si-
tuation ausprobiert. Dabei werden Fehler und Ungenauigkeiten sofort
durch Fehlfunktionen entlarvt. Korrekturen und Feineinstellungen wer-
den vorgenommen. Allerdings verlieren diese Kinder das noch entfernt
liegende Ziel manchmal zeitweise aus den Augen zugunsten eines nich-
sten Schritts, der zwar zu einer funktionierenden Maschine fiihrt, aber nur
wenig zur Problemldsung beitrégt.

Bei Experimenten zur Variation der Lage von Elementen war eine inter-
essante Entwicklung zu beobachten: In zahlreichen Problemstellungen zeigte
ein Experiment, dass ein Element (z.B. ein Ball oder ein Klotz) fiir eine L6-
sung durchaus brauchbar, aber noch nicht richtig plaziert war. Erfahrene
Problemléser werden in solchen Situationen durch systematisches Probieren
versuchen, sich der Losung zu ndhern. Dieses Vorgehen stellte sich bei den
Kindern erst nach vielen Experimenten und gelegentlichen Hilfen ein. Zu-
nichst jedenfalls begannen einige Kinder mit einem volligen Neuaufbau der
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Situation und hofften, diesmal die richtige Lage in einem Zug zu erreichen.
Die systematisch-strategische Nutzung von Fehlversuchen und ganz allge-
mein der produktive Umgang mit Fehlern ist fiir einige Grundschulkinder
durchaus nicht nahe liegend.

Im Verlauf des Kurses niherten sich die Kinder in ihrem Experimentier-
verhalten einander an, weil alle schnell merkten, dass planvolles Experimen-
tieren eine giinstige — in vielen Situationen sogar unverzichtbare — Losungs-
strategie ist. Diese Vereinheitlichung wurde auch dadurch verstirkt, dass die
Kursleiter in den Problemltseprozess eingriffen: Einerseits forderten sie
immer wieder dazu auf, doch einmal etwas auszuprobieren. Andererseits
fragten sie zunehmend vor einem Experiment nach dem erwarteten Ergebnis.
Die Kinder experimentierten dadurch hiufiger und zielgerichteter.

Zum Experimentieren und der Rolle der Kursleiter sei auf das folgende
kleine Interview verwiesen. Daran soll u. a. verdeutlicht werden, wie gedan-
kenloses Agieren durch eine Phase der Vorbesinnung verhindert wurde.
Zugleich kann man daran sehen, dass trotz einer Bemiihung um aktiv ent-
deckendes selbstindiges Lernen der Lehrer eine wichtige Rolle iibernommen
hat.

2.3 Ein Kleines Interview

Imd ist ein 7-jdhriger Erstkldssler. Er hat den Spitznamen ,,Ich-Mach-Das!*,
weil er in Handlungssituationen — insbesondere am Computer — immer ,,Ich
mach das!* ruft. Imd sitzt mit dem Kursleiter L vor einem CM-Problem mit
festen Brettern und Holzbalken sowie beweglichen Béllen und Dominostei-
nen (Abb. 9). Er hat schon einige Erfahrungen mit Crazy Machines.

Abb. 9: Problem 17 (vgl. Farbbild 2)
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Imd:

Imd:

Was soll hier gemacht werden? (Zeigt auf Abb. 9.)

Der Ball soll in den Korb! (Zeigt auf den Ball rechts unten.)

Wie geht das?

Mit der Kugel da oben. (Zeigt auf die Kugel links oben.)

Ich mach das!

Halt! Wir wollen das mal im Kopf machen. (Nimmt Imds Hand von
der Maus.)

Was passiert, wenn die Kugel rollt?

Der Domino fillt runter. (Zeigt auf den einzelnen Dominostein
rechts oben.)

Und dann fillt der Ball in den Korb?

Nein, alle Dominosteine fallen auch um. (Hat den Trick offensicht-
lich erkannt.)

(Schweigt und kdampft mit Imd um die Maus.)

Dann bau ich das auch so auf, aber auf der anderen Seite.

Ich verrate Dir was: Der letzte Stein fallt dann durch die Liicke.
(Schaut genau hin, zihlt die Steine, die er braucht.)

Fiinf. Da ist ein Stein zuviel. (Zeigt auf die Elementleiste rechts.)
Na und?

Der tut den Ball in den Korb.

Wie? Versuchs mal! (Gibt die Maus frei fiir Imd.)
(Experimentiert lange und setzt den Dominostein neben den Ball.)
Da muss er hin!

Abb. 10: Losung zu Problem 17
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2.4 Eigenproduktionen

Dem Losen eines CM-Problemen schloss sich oft eine Produktivphase an,
die in drei Stufen gegliedert war:

e Nachbau der Situation zu dem schon geldsten Problem
e Umbau der Maschine nach eigenen Einfillen
e Ergdanzungen durch neue Elemente.

Nachbauversuche zu einem Problem und einer Losung lieBen immer
deutlich erkennen, wie gut das Problem und seine Losung verstanden wur-
den. Einige Kinder konnten die ganze Situation aus dem Gedéchtnis nach-
konstruieren. Dabei war erneut zu erkennen, wie bedeutsam, neben der Ge-
samtstruktur, auch die Justierung der Lage einzelner Elemente ist.

Der Umbau gegebener Situationen fiihrte die Kinder nicht selten zu kiir-
zeren und einfacheren Losungen. Beim Problem 17 (Abb. 9) wurden z.B.
alle Elemente auflerhalb der Ziel-Situation ,,Ball auf dem Brett und Korb*
frei beweglich zur Verfiigung gestellt. Die Kinder produzierten eine Fiille
von Losungen (Abb. 11 - Abb. 14), iiber die eine lebhafte Diskussion ent-
stand.

Abb. 11: Umbau Problem 17 Abb. 12: Umbau Problem 17

Abb. 13: Umbau Problem 17 Abb. 14: Umbau Problem 17
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Wenn eine Ergdnzung durch neue Elemente zugelassen wurde, ergaben
sich nicht selten eigenwillige Konstruktionen, die weit von den Anfangsge-
gebenheiten entfernt waren. Die Kinder lieen ihren Vorlieben und Ideen
freien Raum. Dabei galt die Endsituation ,,Ball in den Korb* als akzeptiert
und unantastbar. Da die Kinder die Dominoreihe ohnehin als ,,Schikane*
empfanden, suchten sie nach neuen und eleganteren ,,StoBmechanismen®.
Sie fanden dafiir in den Kisten von CM zahlreiche Materialien, von denen
die Kanone (Abb. 15) und der Miniroboter (Abb. 16) besonders beliebt wa-

ren.

Abb. 15: Kanone

Abb. 16: Miniroboter

Auch der Springfrosch, der Hammer, der von einem Magneten angezo-
gene Metallnagel, die Windmiihle und sogar ein Minizeppelin stieBen den
Ball in den Korb. Selbst eine Kiste, die tiber ein Forderband herangebracht
wurde, schaffte es. Die Schiiler wetteiferten um immer neue Losungen. An
all diese Analogien konnte man sich bei spiteren Problemen erinnern und sie
wirksam nutzen. Die Kinder erkannten, wie das Mutterproblem ,.Einen Ge-
genstand in Bewegung setzen in vielen Variationen gelost werden kann.



Crazy Machines 23

2.5 Kommunikatives Problemlosen

Die Kinder 16sten CM-Probleme am Computer in wechselnden Zweiergrup-
pen. Dadurch kam es zu intensiven Auseinandersetzungen iiber Losungside-
en, woran sich nicht selten ein ,,Kampf um die Maus* anschloss. Die Kurs-
leiter und oft auch die Eltern standen zur Beratung und Hilfe zur Verfiigung.

Die meisten Gespriche am Bildschirm betrafen geplante und schon reali-
sierte Losungsschritte. So ergaben sich ungezwungen Anfinge eines Nach-
denkens iiber den Losungsprozess. Das fortwihrende Uberpriifen von ver-
muteten Losungsschritten durch ,,Ausprobieren® erwies sich als wichtige
Hilfe und als Anlass zu weiteren Absprachen. Da die Eltern keinen Informa-
tionsvorsprung bzgl. CM hatten, konnten sie als Partner im Bemiihen um
eine Losung akzeptiert werden. Es zeigte sich sogar immer wieder, dass die
Kinder weniger dngstlich und auch mit mehr Erfolg an die Probleme heran-
gingen als die Erwachsenen.

Wiederholt gab es auch Diskussionen iiber die Gestaltung der Losung
oder Varianten fiir Losungsschritte. Kurze, einfache Lésungen scheinen fiir
einige Kinder ein weniger erstrebenswertes Ziel darzustellen. Sie freuen sich
eher iiber komplizierte und spektakulidre Abldufe.

Die offeneren produktiven Phasen fiihrten oft zu sehr unterschiedlichen
Vorschlidgen, die auch in mehrere alternative Losungen einmiindeten. Insge-
samt wurde sehr deutlich, dass man durchaus auch allein CM-Probleme 16-
sen kann. Fiir ein Probleml6selernen aber ist das Arbeiten in Kleingruppen
sehr viel giinstiger.

Einer Phase der Partnerarbeit an mehreren dhnlichen Problemen schloss
sich jeweils eine Konferenz an. Sie diente der gegenseitigen Information
zwischen den Zweiergruppen und wurde von den Kursleitern bewusst auf
strategische Aspekte gelenkt. Die Sechsjdhrigen sollten anhand von Fotos
der Maschinen ihr Vorgehen noch einmal beschreiben. Es war fiir sie auch
mit dieser Hilfe durchaus nicht einfach, eine solche Vorgangsbeschreibung
zu geben. Die Linearitit von CM-Maschinen stellte dabei eine grofle Hilfe
dar. Die Kinder nannten einfach der Reihe nach alle Maschinenteile.

2.6 Sachanalyse beim Problemlosen

Fiir das Losen von CM-Problemen ist es wichtig, die Bausteine zu kennen
und ihre Funktionsoptionen nutzen zu kdnnen. Diese Bausteine sind Simula-
tionen von Gegenstinden aus der physikalisch-technischen Alltagswelt. Ihre
Namen, ihre Darstellungen und ihre Funktionen werden im Kontext der
Aufgabenstellungen erkldrt und in Experimenten erfahren. Den Kindern
geniigen diese Erkldrungen auf der Simulationsebene, um die Probleme zu
bearbeiten. Im Interesse einer physikalisch-technischen Grundbildung wurde
aber im Kinderkurs immer wieder der Versuch gemacht, von der Simulation
in die Wirklichkeit zuriick zu kommen. Solche Konkretisierungen waren
Thema einiger Konferenzen. Fiir zahlreiche Elemente waren die Gegenstén-
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de den Schiilern aus dem Alltag vertraut. Es konnten sogar einige Probleme
handelnd gelst werden, weil die Elemente (Klotze, Bille, Dominosteine)
mitgebracht wurden.

Bei weniger bekannten Elementen konnte immer wieder im Gespréch an
Erfahrungen und Vorstellungen der Kinder angekniipft werden.
Beispiele dafiir:

¢ Bei den Windmiihlen boten sich Ventilatoren und die Windkraftrider an.
Ventilatoren sind bekannte Beispiele fiir ,,Winderzeuger* und Windkraft-
riader sind Energieerzeuger. Gerade diese beiden Eigenschaften sind fiir
CM-Windmiihlen kennzeichnend und werden z.B. bei Problem 39 ge-
nutzt.

e Bei der Dampfmaschine konnte mit Bildern ein Bezug zur Dampfloko-
motive hergestellt werden, die den Kindern allerdings auch nur wenig
vertraut war.

e Elektromotoren kannten viele Kinder aus Spielzeugautos und Spielzeug-
schiffen.

e Mit einem Brennglas wurde eine Zeitung angeziindet.

Der Miniroboter war Thema mehrerer Einheiten im Kontext mit dem
Lego-Mindstroms-Roboter.

e In zahlreichen Experimenten wurden Dominosteinketten umgekippt und
l16sten dadurch weitere Vorgénge aus.

e Fiir ein Verstidndnis der Funktion von Zahnrddern wurde das Spiel ,,Cha-
os in der Geisterbahn; Das Ratter-Knatter-Zahnradspiel”“ (Ravensburg)
eingesetzt.

Insgesamt ist das Losen von CM-Problemen zugleich auch eine gute Gele-
genheit, bei den Kindern ein Interesse fiir physikalisch-technische Vorginge
zu wecken. Es ist nicht verwunderlich, dass an einigen Schulen gerade die
Physiklehrer mit CM arbeiten.

SchluB

Crazy Machines ist eine giinstige Problemldse-Lernumgebung fiir alle Al-
tersstufen. Es bietet dem Spieler motivierende und im Schwierigkeitsgrad
abgestufte Probleme und regt ihn zu beweglichem Denken an.

Grundschulkinder konnen ohne umfangreiche Einweisung in CM ein-
steigen, an vielfiltigen Aufgaben Losungsversuche machen und dabei strate-
gische Grunderfahrungen sammeln. Ganz nebenbei wird ihr Interesse an
physikalisch-technischen Situationen gefordert.

Ubertragungsprozesse finden beim Strategielernen bekanntlich nicht
automatisch statt, sondern bediirfen zuséatzlicher Bemiihungen. Was niitzen
also etwa die in CM erworbenen Strategien fiir das Problemlosen in der
Mathematik? Sie sind sicher nur als bewusst anzusprechende Analogie zu
bewerten. Bei der Strategie des systematischen Probierens sind solche Ahn-
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lichkeiten besonders auffillig. ,,Was ist, wenn....“-Probleme beim Einsatz
von Tabellenkalkulationsprogrammen in der Mathematik sind mit vielen
Experimentiersituationen in CM offensichtlich eng verwandt.

Dagegen kann CM fiir die in der Mathematik so bedeutsamen Modellie-
rungsprozesse keinen Beitrag liefern: CM-Probleme sind schon durch Si-
mulation modelliert. Also entsprechen CM-Problemlésungen nur der ma-
thematischen Losung eines Problems im Modell. Bei einer solchen Be-
schrinkung konnen allerdings zentrale Strategien wie Analyse der Gegeben-
heiten, Vorwirts- und Riickwirtsarbeiten sehr wohl miteinander verglichen
werden. Fiir Grundschulkinder erscheint wohl zunichst nur wichtig, dass
dhnliche strategische Vorgehensweisen in unterschiedlichen Sachgebieten
ausgelibt werden.

Zwischen den Positionen ,Lernen durch Nachahmung“ (Polya) und
,Lernen durch selbstindiges aktives Entdecken* (Wittmann) besteht beim
Problemldsen mit CM kein unaufldsbarer Gegensatz, sondern eher ein sich
erginzendes Nebeneinander. ,,Wie hast Du das gemacht? Ich mach das auch
so!“ und ,,Ich mach das! Lass uns das mal versuchen!*“ wechselten im Kin-
derkurs ab. Die Rolle des Lehrers beim Problemldselernen geht jedenfalls
iber ein reines Bereitstellen und Organisieren von Lernchancen und Lern-
umgebungen weit hinaus. Gerade bei Konferenzen zum Nachdenken iiber
das eigene Tun der Kinder ist eine riicksichtsvolle und zuriickhaltende Hilfe
des Lehrers wiinschenswert. Sogar fiir die Lehrstrategie ,,Vormachen und
Nachmachen kann es beim Problemloselernen durchaus angemessene Ge-
legenheiten geben.

Die Grunderfahrungen beim Problemldsen sind das ,,Versetzt sein in ei-
ne Problemsituation® und die ,,Notwendigkeit zur aktiven Uberwindung von
Losungswiderstinden®. Beide Erfahrungen werden in CM immer wieder in
steigender Intensitit angesprochen. Aushalten solcher Situationen, Mut zu
Aktivitdten, Enttduschung bei Misserfolgen und Freude auch iiber kleine
Erfolge sind Aspekte, die man bei Crazy Machines genauso kennen lernen
kann wie beim Problemldsen in anderen Bereichen. Vielleicht ist CM sogar
eine besonders giinstige Umgebung dafiir, weil dabei kindgeméBes Spielen
und Experimentieren im Mittelpunkt stehen.
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Aktivititen mit dem SOMA Wiirfel —
Lernen durch Handeln

Summary

The SOMA cube is a suitable medium which offers an approach to train
spatial senses. Furthermore it provides many options for the analysis of
different aspects in various subjects. This article discusses different ways of
learning and use in maths classes as well as aspects of production in me-
chanics classes and documents them on the basis of concrete examples.

Einleitung

Kl6tzchen sind nicht nur zum Spielen da, sondern mit Kltzchen, in diesem
Falle mit Wiirfeln, lassen sich unterschiedliche mathematische und techni-
sche Lernziele verwirklichen.

Im folgenden Artikel soll dargestellt werden, welche Einsatzmoglich-
keiten der SOMA Wiirfel in der Schule bietet und welche Moglichkeiten
sich fiir einen sinnvollen ficheriibergreifenden Unterricht ergeben.

1 Polyominos im dreidimensionalen Raum

Grundbausteine fiir die rdumlichen Polyominos sind die so genannten Ein-
heitswiirfel, von denen drei, vier oder fiinf zu Trominos, Tetrominos bzw.
Pentominos so aneinandergefiigt werden, dass immer zwei Wiirfel benach-
bart sind. Zwei Wiirfel heilen dann benachbart, wenn sie eine Seitenfldche
als gemeinsame Punktmenge besitzen.

-
[ EEER 17

Abb. 1: Beispiel fiir ein Tromino, ein Tetromino und ein Pentomino
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Réiumliche Polyominos werden dabei als gleich bezeichnet, wenn sie
durch eine Bewegung (Verschiebung oder Drehung) ineinander iiberfiihrt
werden konnen. Somit gibt es zwei unterschiedliche Trominos

T )

Abb. 2: Alle Wiirfelanordnungen mit drei Wiirfeln

... und acht Tetrominos.

o

Abb. 3: Alle Wiirfelanordnungen mit vier Wiirfeln

2 Der SOMA Wiirfel —-Entstehung

Der SOMA Wiirfel (der Name ,,SOMA* entstammt dem Roman ,,Schone
neue Welt“ von Aldous Huxley, dort ist ,SOMA* eine Droge im fiktiven
Staat 2600) ist eine der bekanntesten Packungsaufgaben mit rdumlichen
Trominos und Tetrominos und wurde von dem dénischen Spieleerfinder,
Schriftsteller und Mathematiker Piet Hein (1905 — 1996) in einer Vorlesung
von Heisenberg iiber Quantenphysik ,.erdacht”. Heisenberg, der bekannte
Physiker, sprach gerade iiber die Zerlegung des Raums in Wiirfel. Dabei fiel
Piet Hein folgender geometrischer Satz ein:

,,Betrachtet man alle unregelmifBigen Korper, die aus nicht mehr als vier
gleichgroBen und an den Seitenflichen verbundenen Wiirfeln bestehen, so
lassen sich diese Wiirfelanordnungen zu einem groBen Wiirfel zusammen-
setzen® (vgl. Gardner 1968): dem SOMA Wiirfel.

Ein Korper heifit dabei unregelmiBig, nichtregulidr oder auch nicht kon-
vex, wenn er ,,mindestens einen Innenwinkel* besitzt. Um den SOMA Wiir-
fel bauen zu konnen, bendtigt man also nur die unregelmifigen Trominos
und Tetrominos, so dass folgende reguldren Korper ausgeschlossen werden
miissen:

1y o1y Orrd

Abb. 4: Alle reguliren Korper mit nicht mehr als vier Einheitswiirfeln
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Eine andere Herangehensweise fiir das Finden der SOMA Teile fiihrt
tiber das Volumen des Wiirfels. Wenn man alle méglichen Drillinge (2 x 3
Einheitswiirfel) und alle Vierlinge (8 x 4 Einheitswiirfel) ,,addiert®, erhilt
man eine Menge von 38 Einheitswiirfeln. Dies sind 11 Einheitswiirfel mehr
als die 27, die der 3x3x3 SOMA Wiirfel enthilt. Das bedeutet: ein Drilling
und zwei Vierlinge gehoren nicht zum SOMA Wiirfel. Die Vermutung liegt
nun nahe, dass die Viererstange kein SOMA Teil ist und dass auch der re-
gelmiBige Drilling und der regelmifige Vierling ausgeschlossen werden
miissen. Ubrig bleiben dann ein Drilling und sechs Vierlinge, die zusammen
den 3x3x3 Wiirfel bilden. Dieser besteht aus 1 x 3 Wiirfeln und 6 x 4 Wiir-
feln, also 27 Wiirfeln.

Abb. 5: Die sieben Teile des SOMA Wiirfels

Spannend ist nun die Frage wie viele Losungsmoglichkeiten es fiir das
Zusammensetzen der Teile zum SOMA Wiirfel gibt. Fragt man Grundschul-
kinder, so bewegen sich die Schitzungen meist zwischen 10 und 30 unter-
schiedlichen Losungen. Aus der Literatur ist aber ersichtlich, dass es genau
11 520 Losungen des SOMA Wiirfels gibt, allerdings nur 240 nichtisomor-
phe Losungen (vgl. Haider 2000, 38). Dabei gelten zwei Losungen S1 und
S2 genau dann als isomorph, wenn es ein Produkt von Transformationen
(Drehungen und Spiegelungen) derart gibt, dass S1 zum Bild von S2 kon-
gruent ist.

3 Der SOMA Wiirfel —Zielsetzungen

Ein wichtiges Ziel im Vor- und Grundschulalter ist die Schulung des raumli-
chen Vorstellungsvermogens. Denn gerade dieses Alter gilt als sensible Pha-
se fiir die Entwicklung der Raumvorstellung. Der SOMA Wiirfel bietet hier-
zu vielfiltige Moglichkeiten. ,,Bei den Spielen mit dem Somawiirfel werden
handlungsmiBige, bildhafte aber auch sprachlich-symbolische Darstellungen
von Figuren und Korpern auf vielfiltige Weise miteinander in Beziehung
gesetzt. Insofern fordern die Spiele insbesondere den einen Aspekt des Vor-
stellungsvermogens, sich ebene und rdumliche Figuren und ihre Abbildun-
gen vorzustellen” (Hiert/Meister 2002, 5). Aber auch fiir den Bereich der
Arithmetik ist die Fahigkeit zum mentalen, visuellen Operieren von Bedeu-
tung. ,,Nur ein Kind, das auf der Basis von selbst ausgefiihrten Handlungen
addquate visuelle Vorstellungsbilder entwickelt hat (...), kann den Sprung
vom Veranschaulichungsmittel zum mathematischen Begriff vollziehen und
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flexibel zwischen der enaktiven (handelnden), ikonischen (bildhaften) und
symbolischen Ebene hin und her wechseln (vgl. Lorenz 1998).

Nach Hirt/Meister (2002) lassen sich mit dem SOMA Wiirfel vielfiltige
inhaltliche sowie allgemeine Zielsetzungen verfolgen:

3.1 Geometrische Erfahrungen als Beitrag zur UmwelterschlieBung

In zahlreichen Situationen des Alltags und in vielen Berufsfeldern benotigt
man die Fahigkeit, Bilder rdumlich zu interpretieren und rdumliche Situatio-
nen in Bilder zu iibersetzen. Schon Kinder stehen vor dieser Herausforde-
rung, wenn es darum geht Pline zu lesen, z.B. Stadtpldne, oder Einzelteile
eines technischen Spielzeugs nach einer Bauanleitung zusammenzusetzen,
z.B. bei ,,Fischer Technik®“. Deshalb ist die Beschiftigung mit Grund- und
Aufrissdarstellungen von Objekten auBerordentlich wichtig. Die Arbeit mit
den Karteikarten des SOMA Wiirfels (vgl. Rickmeyer 1996) bietet vielfilti-
ge Moglichkeiten, Figuren aus Pldnen und Ansichten zu bauen. Andererseits
konnen reale, von den Kindern erfundene Figuren in Zeichnungen iibersetzt
werden.

3.2 Forderung spezifischer Fihigkeiten im Bereich der Geometrie

Das geometrische Denken und die Fachsprache der Kinder werden gefordert,
indem die Kinder z.B. die Form und Lage von Gegenstidnden im Raum be-
schreiben, Eigenschaften von geometrischen Gegenstinden benennen oder
auch Merkmale geometrischer Abbildungen erfassen.

3.3 Forderung allgemeiner Fihigkeiten im Bereich des Problemlosens

Neben den aufgefiihrten inhaltlichen kénnen mit dem SOMA Wiirfel auch
allgemeine Ziele erreicht werden, z.B. (vgl. Hirt/Meister 2002, 6):

Moglichkeiten des Experimentierens,

Formulierung von Vermutungen und Annahmen,
Planen, Realisieren und Vergleichen von Lésungswegen,
Entwicklung von Strategien,

Dabei werden auch Konzentrationsfihigkeit, Kooperationsbereitschaft
und Ausdauer der Kinder gefordert.
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4 Der SOMA Wiirfel -Didaktische Uberlegungen

Ein wichtiges Lernziel der Unterrichtseinheit zum SOMA Wiirfel besteht
darin, dass die Kinder den SOMA Wiirfel aus selbstgefertigten Trominos
und Tetrominos zusammensetzen kdnnen.

Vor der Erarbeitung der einzelnen Teile des SOMA Wiirfels sollte den
Kindern aber ausreichend Gelegenheit gegeben werden, mit Einheitswiirfeln
zu experimentieren. Dafiir eignen sich besonders gut die farbigen Steckwiir-
fel.

Im Anschluss daran muss besprochen werden, welche Wiirfelanordnun-
gen im Folgenden betrachtet werden sollen. Dabei sind zwei Definitionen
entscheidend:

e Die Wiirfel miissen sich an zwei Seitenflidchen voll beriihren.
e Wiirfelanordnungen heiflen gleich, wenn sie durch Drehung oder Ver-
schiebung ineinander iiberfiihrt werden kdnnen.

Vereinfacht wird die Kommunikation iiber die Wiirfelanordnungen, in-
dem eine kurze und prignante Bezeichnung verwendet wird. Daher emp-
fiehlt es sich, die Begriffe Zwillinge, Drillinge und Vierlinge zu verwenden,
anstatt von Wiirfelanordnungen mit zwei, drei oder vier Wiirfeln zu spre-
chen.

In einer gemeinsamen Phase konnen die Kinder nun alle Moglichkeiten
suchen, drei Wiirfel zusammenzustecken und so alle Drillinge zu finden.
Hier kann exemplarisch auch die Gleichheit von Teilen besprochen werden,
so dass die Kinder am Ende der Phase erkennen, dass es nur zwei Moglich-
keiten gibt, drei Wiirfel wie verabredet miteinander zu kombinieren.

Ziel der nidchsten Phase muss es sein, alle Mdglichkeiten zu finden, vier
Wiirfel zusammenzustecken. Dazu erhalten die Kinder eine ausreichende
Zahl an Steckwiirfeln (ca. 40 Stiick). Anschlieend werden die Ergebnisse
gesammelt und besprochen. Um sich iiber die gefundenen Teile besser ver-
standigen zu konnen, ist es wiederum hilfreich, gemeinsam mit den Kindern
Namen fiir die Figuren zu erfinden (z.B. Hund, Stange oder Ecke). Dabei
sind der Phantasie der Kinder keine Grenzen gesetzt. Spiter ermdglicht eine
entsprechende Farbgebung eine schnelle Identifikation der verschiedenen
Teile.

Nachdem alle méglichen Drillinge (zwei) und Vierlinge (acht) gefunden,
beschrieben und gemeinsam besprochen wurden, muss es Ziel der nédchsten
Phase sein, bestimmte Wiirfelanordnungen auszuschlieBen, die keine SOMA
Teile sind. Dies kann iiber das Volumen des SOMA Wiirfels erarbeitet wer-
den (27 Einheitswiirfel des 3x3x3 Wiirfels stehen 38 Einheitswiirfeln der
gefundenen Drillinge und Vierlinge gegeniiber). Schnell wird es den Kin-
dern einsichtig sein, dass die ,,Viererstange* in einem Wiirfel mit einer
Kantenlinge von drei Einheitswiirfeln zu grof} ist und daher ausgeschlossen
werden muss. In Analogie dazu ist es moglich, dass sie nun auch die
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,Dreierstange ausschlieBen und letztendlich auch das ,,Quadrat* (!). Be-
griindungen konnten sein, dass diese Figuren im Vergleich zu den anderen
Figuren so ,langweilig” und ,,einfach erschienen. Eine kindgeméBe Defini-
tion von regelmifBigen Figuren konnte sie als ,,glatt” und ohne ,.Einbuchtun-
gen‘ beschreiben. Nachdem so alle sieben Teile des SOMA Wiirfels erar-
beitet wurden, konnen die Kinder erstmals versuchen, aus diesen Teilen den
Wiirfel zusammenzusetzen. Dabei werden sie merken, dass das Steckwiir-
felmodell sich nur bedingt zum Bauen eignet, weil z.B. die Noppen storen,
die Farbgebung uneinheitlich ist und die Steckwiirfelteile beliebig auseinan-
der genommen werden kdnnen — so dass ein stabileres Modell aus einem
anderen Material wiinschenswert erscheint.

5 Facheriibergreifender Ansatz

Der Themenbereich SOMA Wiirfel bietet gute Gelegenheiten fiir eine Zu-
sammenarbeit der Ficher Mathematik und Technik. Der Wiirfel soll unter-
sucht und in seinen Teilen erfasst werden, damit er von den Kindern selbst
hergestellt und als Arbeitsmittel genutzt werden kann. Aber bevor diese Ko-
operation niher beschrieben wird, soll die Idee einer sinnvollen ficheriiber-
greifenden Schul-Arbeit kurz umrissen werden.

Fécheriibergreifender Unterricht ist eine von Seiten der Bildungsadmini-
stration gestellte Aufgabe. Die Ficher, die bisher fiir geordnete Formen der
WelterschlieBung standen, werden teilweise aufgeldst und in Verbiinden
zusammengefasst. Aber auch Ficher, die eigenstindig erhalten blieben — wie
das Fach Mathematik — sind vom Paradigmenwechsel, der in der Schule
stattfindet, betroffen und man kann auch hier nicht so tun, als ginge einen
das Ganze nichts an. Es geht also darum, ein Konzept zu entwickeln, bei
dem Zusammenarbeit stattfinden kann, ohne dass die Ficher ihre ordnende
Funktion verlieren. Es geht um die Auflosung eines scheinbaren Wider-
spruchs: Sowohl der Sinn einer Kooperation, wie auch der Sinn des fachlich
isolierten Vorgehens miissen zugleich erkennbar bleiben. Die Konzepte, die
fiir einen ficheriibergreifenden Unterricht vorgestellt werden, iiberzeugen
hierbei nicht immer.

Daher nutzen die in den Bildungsplinen formulierten Ideen, so anspre-
chend sie zunichst auch sein mogen, wenig, wenn die Lehrer alleine gelas-
sen und nicht mit Umsetzungshilfen und Handreichungen fiir die alltdgliche
Schularbeit versorgt werden. In Lehrerfortbildungsveranstaltungen werden
hiufig thematisch konzentrierte Zugénge vorgestellt, bei denen der Unter-
richt um einen Inhaltsbereich angeordnet wird. Am Themenbeispiel ,,Wiese*
wird dies deutlich: In Biologie werden Wiesenblumen bestimmt, im Fach
Kunst wird eine Wiese gemalt, in der Musikstunde singt man ein passendes
Lied und spricht im Fach Deutsch ein Gedicht. Im Mathematikunterricht
wird bestimmt, wie grofl der Umfang einer Wiese ist und wie lang ein Zaun
sein miisste, der diese Wiese umfasst. SchlieBlich wird im Technikunterricht
ein passendes Modell gebaut.
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Eine solche Praxis schafft durchaus Zugénge zu fachlichen Fragestellun-
gen und in allen Fachern werden relevante Bereiche angesprochen. Welchen
Sinn macht aber eine derartige Gruppierung? Aus fachlicher Logik erschei-
nen die Beitrdge zufillig, es ist zunidchst auch nicht erkennbar, ob ihnen
wirklich exemplarischer Wert zukommt. Ein solches thematisches Neben-
einander, ohne gemeinsame Unterrichtsabsichten, ohne aufeinander bezoge-
ne Ziele und ohne abgestimmte Kompetenzausprigungen fiihrt eher zur
Verwirrung als zu einer sinnvollen ficherverbindenden Struktur. Das Ge-
meinsame einer wirkungsvollen Zusammenarbeit ist nicht erkennbar. Die
Fécher reihen sich um ein willkiirlich, fast zufillig erscheinendes Themen-
gebiet. Der Sinn derartigen Vorgehens bleibt verborgen.

Féacherverbindender Unterricht, der ausschlieBlich inhaltlich legitimiert
wird, unterliegt oft einem Denkfehler: Nicht der Inhalt leitet Strukturen und
orientiert MaBBnahmen, sondern das Lernen. Nicht das Objektive rechtfertigt
die Miihe der Schul-Arbeit, sondern die damit verbundenen Lehr- und Lern-
absichten. Fine derartige Organisationsform, die den Unterricht um The-
mendhnlichkeiten herum gruppiert, gleicht dem Stochern im Nebel der Be-
liebigkeiten. Ein zentraler Aspekt des Bildungsdenkens, ndmlich das Initiie-
ren zielgerichteter Bildungsprozesse, bleibt unbedacht, weil Ziele nicht er-
kennbar sind.

Unterricht ist ein absichtsvolles Geschehen. Und wenn Facher zusam-
menarbeiten, dann tun sie dies in gemeinsamer Absicht und auf gemeinsame
Ziele hin. Was also stattfinden muss, ist eine Vereinbarung, welche denn die
gemeinsamen Absichten der Zusammenarbeit sind. Es geht in der féacher-
tibergreifenden Schul-Arbeit also nicht um die Vermittlung fertigen Wissens,
sondern die Schiiler sollen zum vielféltigen Fragen und zum Nachdenken
ermuntert und ihre Fihigkeit zur Problemwahrnehmung und -16sung soll
gefordert werden. Die Fécher helfen

e bei der Analyse unterschiedlicher Teilprobleme,
e bei der Wahrnehmung differenzierter Problemsichten,
e bei der Entwicklung der Fihigkeit zum vernetzten Denken usw.

6 Unterrichtsbeispiele

Die selbstindige Anfertigung des SOMA Wiirfels ist eine Lernaufgabe, bei
der die Absichten unterschiedlicher Ficher zum Tragen kommen sollen. Im
Vordergrund des hier beschriebenen Themenbeispiels steht nicht das Pro-
dukt, sondern im ficheriibergreifenden Unterricht sollen mit Hilfe dieses
Mediums solche Handlungs- und Lernprozesse initiiert werden, die auf eine
mathematische und auf eine technische Bildung zielen.

Eine mogliche Unterrichtseinheit zum Thema ,,SOMA Wiirfel“ kann
beispielsweise folgendermalien konzipiert werden:
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Erarbeiten der SOMA Teile mit Steckwiirfeln

Erstellen eines Bauplanes

Anfertigung der Bausteine mit Hilfe der Ségevorrichtungen
Bearbeitung der SOMA Teile

Stationsarbeit zum SOMA Wiirfel

Nk L=

Zu 1. Erarbeiten der SOMA Teile mit Steckwiirfeln

Bei der Erarbeitung der Einzelteile des SOMA Wiirfels mit Steckwiirfeln
sollten die Eigentitigkeit und das Handeln der Kinder im Vordergrund ste-
hen.

Abb. 6: Kinder erarbeiten die Teile des SOMA Wiirfels mit Steckwiirfeln (vgl. Farb-
bild 3)

Zu 2. Erstellen eines Bauplanes

Zur Vorbereitung der Herstellung eines hdlzernen SOMA Wiirfels bekom-
men die Schiiler in Gruppen jeweils einen Wiirfel, den sie genauer betrach-
ten sollen. Sie diirfen ihn zerlegen und vermessen, Hierbei machen sie ma-
thematische Aussagen iiber Lingen, Verhiltnisse und Anordnungen. Sie
erkennen unterschiedliche geometrische Formen, deren Lingen aber immer
Vielfache der Kantenlinge eines Einheitswiirfels sind. (Ein solcher FEin-
heitswiirfel sollte ganzzahlige Kantenldngen haben.) Sie entdecken ferner,
dass es mehrere Losungen gibt, um einen Wiirfel zusammenzusetzen. Das
bedeutet, dass die Teile austauschbar zusammenpassen miissen. Es macht
also keinen Sinn, die Teile einzeln aneinander anzupassen: alle Teile miissen
,universell" verwendbar sein.

Die Schiiler erhalten schlieBlich holzerne Vierecksstibe, deren Quer-
schnitt der Grundfliche eines Einheitswiirfels gleich ist. Diese Stibe miissen
so abgelidngt werden, dass daraus die Formen fiir den Wiirfel hergestellt
werden konnen. Hier gibt es unterschiedliche Moglichkeiten: Die mithsamste
wire es, alle Klotzchen als Einerwiirfel abzusédgen und diese anschlieBend zu
Drillingen und Vierlingen zu verleimen. Einfacher ist es, langere Stibe am
Stiick abzusdgen. Aber auch hier gibt es verschiedene Moglichkeiten: z.B.
kann ein Vierling in L-Form unterschiedlich zusammengesetzt werden:
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Abb. 7: Verschiedene Moglichkeiten zur Herstellung des Vierlings in L-Form

Die Kinder konnen selbst entscheiden, wie sie die Formen zusammen-
setzen. Nicht alle miissen sich fiir dieselbe Losung entscheiden. Wichtig ist
nur, dass jeder weif3, wie viele Teile in welchen Abmessungen er benétigt.
Dies kann auf einer Materialliste deutlich erkennbar festgehalten werden.
Zur Veranschaulichung sollte eine Tabelle mit Skizzen erstellt werden.

A| b | P|F | B

Q@ QA

Abb. 8: Eine Tabelle als Planungshilfe

Zu 3. Anfertigung der Bausteine mit Hilfe der Sigevorrichtungen

Da alle Teile universell einsetzbar sein miissen, sind die Anforderungen an
die Maltreue recht hoch. Hier bieten sich gute Gelegenheiten fiir Sidgelibun-
gen und fiir die Entwicklung eigener Ideen, wie Probleme in geeigneter und
vielleicht uniiblicher Weise gelost werden konnen — die Losungen diirfen
ebenso ungewohnlich sein wie die genutzten Materialien und Hilfsmittel.
Folgende Handlungs- und Experimentiermoglichkeiten bieten sich fiir eine
Erkundung der Werkzeuge, zur Entwicklung und Nutzung von Vorrichtun-
gen und zur Einlibung der Handhabung an:
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Abb. 9: PUK-Sége, Feinséige und Laubsiige

die Schiiler testen unterschiedliche Sédgen auf deren Eignung zum
prizisen Abldngen der Vierkantstibe,

e sie versuchen ,,frei Hand" zu ségen,

sie setzen unterschiedliche Hilfsvorrichtungen (z.B. Sdgeladen) ein,
sie ,,erfinden‘ eigene Hilfskonstruktionen zum Sigen.

Abb. 10: Siigelade

Abb. 11: Ein Kind ségt mit einem Hilfsanschlag fiir die Séige (vgl. Farbbild 4)

Die Erfahrungen mit den Vorrichtungen sind im Bereich der Grund-
schule sehr gut. Die Kinder konnten gebrauchstaugliche SOMA Wiirfel fer-
tigen.



Aktivitdten mit dem SOMA Wiirfel 37

Zu 4. Bearbeitung der SOMA Teile

In einem néchsten Schritt miissen nun die gesédgten Einzelteile zu den ent-
sprechenden Teilen des SOMA Wiirfels zusammengesetzt und verleimt wer-
den. Hier ist besonders prizises Arbeiten der Kinder notig und zwar in zwei-
facher Hinsicht:

e Die Kinder miissen ihre Teile wie in der Tabelle notiert zusammenset-
zen.

e Beim Verleimen der Teile miissen die Kanten exakt abschlieBen, so dass
die Teile auch spiter gut ineinander passen.

Abschliefend werden die Vierlinge und der Drilling mit Wohnraumlack
in entsprechenden Farben angemalt, dies dient der leichteren Bezeichnung
der Teile und der Arbeit mit den Karteikarten.

Abb. 12 und 13: Die Kinder bemalen die SOMA Teile in unterschiedlichen Farben (vgl.
Farbbilder S und 6)

Zu 5. Stationsarbeit zum SOMA Wiirfel

In drei Beispielen soll aufgezeigt und dokumentiert werden, wie nach der
Erarbeitung und Herstellung des SOMA Wiirfels mit diesem Arbeitsmittel in
einer vierten Klasse gearbeitet wurde.

Beispiel 1: Nachbauen von Figuren

Eine Aufgabe bestand darin, mit den SOMA Teilen verschiedene Figuren
nachzubauen. Dazu standen den Kindern Karteikarten (vgl. Rickmeyer
1996) zur Verfiigung, bei denen auf der Vorderseite eine Figur zu sehen ist.
Daneben steht beispielsweise der Arbeitsauftrag:

Baue den ,,Turm® mit vier Steinen des Somawiirfels nach.
Gibt es mehrere Losungen?

Auf der Riickseite befindet sich ein Losungshinweis in der Form, dass
die Farben der entsprechenden Teile genannt werden, die verwendet werden
konnen. Interessant war das Vorgehen eines Jungen bei der Aufgabe zum
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,»Turm®. Er schaute sich die Abbildung an, iiberlegte kurz und folgerte dann:
,Ich brauche vier Vierlinge, denn der Turm besteht aus vier Stockwerken
mit immer vier Wiirfeln®.

Es konnte beobachtet werden, dass die Kinder durch den Hinweis auf
mehrere Losungsmoglichkeiten hoch motiviert waren, andere Losungen als
die vorgegebenen zu finden.

™

Abb. 14: Die Kinder arbeiten mit den Karteikarten von Rickmeyer (vgl. Farbbild 7)

Beispiel 2: Erfinden von eigenen Figuren

Eine interessante Moglichkeit zum Umgang mit dem SOMA Wiirfel ist es,
die Kinder selbst Figuren erfinden zu lassen. Diese konnen zunéchst konkret
gebaut werden, bevor sie dokumentiert und festgehalten werden. Dies kann
in Form von Fotos oder auch Freihandzeichnungen geschehen.

Abb. 15: Die Kinder erfinden eigene Figuren (vgl. Farbbild 8)

Beispiel 3: Zeichnen von Losungen

Diese Ubung besteht darin, dass die Kinder zuniichst den Wiirfel zusammen-
bauen. Anschlieend soll die gefundene Losung folgendermallen dokumen-
tiert werden: die sechs Seitenansichten des Wiirfels werden auf ein 3 x 3
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Kistchenpapier iibertragen und entsprechend eingefirbt. So erhélt man un-
terschiedliche Losungsméglichkeiten zum Bau eines Wiirfels, die in einer
weiteren Ubung auch als Bauanleitung genutzt werden konnen.

Abb. 16: Die Kinder zeichnen Ansichten ihres Wiirfels (vgl. Farbbild 9)

7 Fazit

Insgesamt kann ein sehr positives Fazit der Unterrichtseinheit zum SOMA
Wiirfel gezogen werden. Die Kinder waren mit Feuereifer bei der Sache und
es konnten vielfiltige mathematische Lernziele, wie z.B. Herausfinden der
unterschiedlichen Wiirfelanordnungen oder die Schulung der Raumvorstel-
lung, und technische Lernziele, wie z.B. die Handhabung einfacher Werk-
zeuge oder die Nutzung und Entwicklung von Vorrichtungen, erreicht wer-
den.

Dies belegen auch zwei Aussagen der Kinder einer vierten Klasse, als sie
gefragt wurden, was sie an der Einheit zum SOMA Wiirfel besonders gut
fanden. Ein Junge sagte: ,,Mir hat gut gefallen, dass wir nicht schreiben und
rechnen mussten wie sonst, sondern anders denken — wie ein Ritsel“. Und
ein Midchen meinte stolz: ,Jeder konnte seinen Wiirfel selbst sigen und
auch mit nach Hause nehmen!*
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Fermi-Aufgaben in der Grundschule

Summary

Fermi Problems (named after the physicist Enrico Fermi) are complex
questions which can be solved — due to insufficient numerical information —
by estimation only. These kinds of problems pose high but definitely mana-
geable challenges for primary students. General mathematical competencies
are much-needed as well as facilitating.

Was sind Fermi-Aufgaben?

Enrico Fermi (1901-1954) war ein bedeutender Physiker des 20. Jahrhun-
derts, der 1938 mit dem Nobelpreis ausgezeichnet wurde. Er war dafiir be-
kannt, spontan gute Abschitzungen liefern zu kdnnen, wenn eine rechneri-
sche Losung aufgrund unzureichender numerischer Informationen nicht
moglich war. Da er diese Fihigkeit auch seinen Studenten vermitteln wollte,
stellte er ihnen hiufig Fragen, die auf den ersten Blick eigenartig und nicht
beantwortbar schienen. Zu den klassischen Fermi-Aufgaben gehort die Frage
nach der Anzahl der Klavierstimmer in New York City. Hieran zeigt sich
deutlich, dass es bei dieser Art von Aufgaben lediglich ungefdhre Ergebnisse
geben kann, da die fehlenden Angaben geschitzt, d.h. iiber ,Hilfsfragen*
(Wie viele Menschen leben in NYC? Wie viele haben ein Klavier? Wie oft
wird ein Klavier gestimmt? Wie hoch ist die Jahresarbeitszeit eines Klavier-
stimmers? Wie lange braucht die Stimmung eines Klaviers?) plausibel be-
griindet werden miissen.

Schwierigkeiten und Chancen

Fermi-Aufgaben gehoren aufgrund ihres Wirklichkeitsbezuges zur Kategorie
des Sachrechnens, was gemeinhin als schwieriger Anforderungsbereich gilt.
Selbst bei ,traditionellen Schulbuchaufgaben® muss zunéchst die Sachsitua-
tion in ein mathematisches Modell iibertragen werden, bevor die mathemati-
sche Losung erarbeitet werden kann. Die auf der mathematischen Ebene
gefundene Losung muss danach wieder auf die Sachebene riickgefiihrt wer-
den, d. h. die Ergebniszahl muss im Zusammenhang mit der Situation inter-
pretiert und auf Plausibilitit tiberpriift werden. Hiufig ist zu beobachten,
dass bei der Losung von Sachaufgaben die vorgegebenen Zahlen mit der
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Operation verkniipft werden, die eventuell im Unterricht gerade verstérkt
,behandelt* wird, weil der Text entweder gar nicht richtig gelesen oder die
beschriebene Sachsituation nicht verstanden wird. Ein Vorteil von Fermi-
Aufgaben liegt darin, dass bei ,,Sachaufgaben ohne Zahlen* die Kinder nicht
zu vorschnellen operationalen Verkniipfungen verleitet werden.

Allerdings ist gegeniiber traditionellen Sachaufgaben aus dem Schul-
buch, die in der Regel bereits modellhaft formuliert sind, der Modellbil-
dungsprozess dadurch wesentlich erschwert, dass bei Fermi-Aufgaben zu-
nichst auf der Sachebene ein Situationsmodell erstellt werden muss: die
komplexe Situation muss also zunidchst vereinfacht, strukturiert und auf das
notwendige Maf idealisiert werden, damit sie erfassbar wird.

Seel (2003) geht davon aus, dass Situationsmodell und mathematisches
Modell in Beziehung gesetzt werden miissen, und nur dann, wenn es gelingt,
eine Passung zwischen Situationsmodell und mathematischem Modell zu
erzielen, wenn Situationsmodell und mathematisches Modell kompatibel
sind, ein mathematisches Losungsmodell gebildet werden kann. Hierfiir ist
es notwendig, dass Analogien gebildet werden konnen. Da der Umfang und
die Qualitit des abrufbaren deklarativen und prozeduralen Wissens Qualitit
und Reichweite des analogen Transfers bestimmen, bedeutet dies, dass die
Modellbildung wissensabhingig ist und somit jiingere Kinder auch infolge
fehlenden Weltwissens nicht uneingeschriankt zum Modellbilden in der Lage
sind.

Trotz der genannten Schwierigkeiten und Einschrinkungen konnte in
einer kleinen Untersuchung jedoch gezeigt werden, dass GrundschiilerInnen
durchaus fédhig sind, Fermi-Fragen zu beantworten. Kinder aus 24 vierten
Klassen sollten innerhalb eines Schuljahres mehrere Fermi-Aufgaben 16sen
(1. Wie viele Bohnen sind in der 1-Kilogramm-Packung? 2. Wie viele Stiihle
gibt es wohl in unserer Stadt? 3. Wenn dein Ranzen mit 2-€ Stiicken gefiillt
wire, wie viel Geld wire das? 4. Passen 1 Million Euro in einen Schuhkar-
ton? 5. Wie grof} ist die Statue ungefihr, der dieser Schuh passt? 6. Wenn
alle Autos in Deutschland in einer Schlange stehen wiirden, wiirde diese
Schlange um die Welt reichen? 7. Passen alle Menschen der Welt auf die
Fldche des Bodensees? 8. Jeden Tag produziert unsere Kopfhaut meterweise
neues Haar! Stimmt das?).

Interessanterweise zeigte sich ein signifikanter Zusammenhang zwischen
der Schiilereinstellung zu Fermi-Aufgaben und dem Losungserfolg auf Klas-
senebene, wobel LehrerInnen- und SchiilerInnenurteil korrelierten. In den
Klassen der positiv eingestellten LehrerInnen und SchiilerInnen 16sten 32 der
50 Gruppen (64 %) ihre allererste Fermi-Aufgabe erfolgreich, wihrend es
bei den negativ eingestellten LehrerInnen und SchiilerInnen lediglich 11 von
51 Gruppen (22 %) waren (Abb. 1).

Auch konnte zwischen aufgewendeter Zeit und Losungserfolg ein Zu-
sammenhang festgestellt werden. Allerdings zeigte sich, dass lediglich bei
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Abb. 1: Zusammenhang Lehrer-/Schiilerurteil —-Lésungserfolg

den ersten beiden Aufgaben die fiir die Losung in den Gruppen aufgewen-
dete Zeit direkt den Losungserfolg beeinflusste. Bei den folgenden Aufgaben
zeigte sich hingegen ein Zusammenhang mit der fiir Priasentation, Reflektion
und Diskussion vorangegangener Aufgaben verwendeten Zeit.

Des Weiteren lief3 sich zeigen, dass es auch bei Fermi-Aufgaben einen
Ubungseffekt gibt: trotz ansteigender Komplexitiit der Aufgaben und gerin-
gerer Losungszeit stieg die Losungshiufigkeit an. Der Ubungseffekt liegt
wohl neben der Uberwindung der anfinglichen Verunsicherung iiber die
ungewohnten Aufgabenstellungen vor allem in der Herangehensweise bei
dererlei Aufgaben: so konnte festgestellt werden, dass in vielen Gruppen
zunidchst mogliche Hilfsfragen formuliert wurden und dass Analogien zu
vorhergegangenen Aufgabenlésungen gesucht und genutzt wurden. Auch
lie} sich beobachten, dass die Kreativitit bei den Vorgehensweisen stieg und
zunehmend auch mehrere Losungsansitze in einer Gruppe diskutiert wurden,
wihrend bei den ersten Aufgaben meist der in der Gruppe erstgenannte Vor-
schlag angenommen und weiterverfolgt wurde.

Kompetenzentwicklung an Fermi-Aufgaben

Mathematische Grundbildung (,,Mathematical Literacy*) wird im Rahmen
von OECD/PISA als Féhigkeit einer Person definiert, ,,die Rolle zu erkennen
und zu verstehen, die Mathematik in der Welt spielt, fundierte mathemati-
sche Urteile abzugeben und sich auf eine Weise mit der Mathematik zu be-
fassen, die den Anforderungen des gegenwirtigen und kiinftigen Lebens
dieser Person als konstruktivem, engagiertem und reflektierendem Biirger
entspricht (Baumert et al., 2000). Neben den mathematischen Kenntnissen
und Fihigkeiten, wie sie im traditionellen Curriculum der Schulmathematik
definiert werden, wird also auch die funktionale Anwendung von mathema-
tischen Kenntnissen in unterschiedlichen Kontexten und auf unterschiedli-
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che, Reflexion und Einsicht erfordernde Weise als wichtige Kompetenz ein-
gestuft. Die von der Kultusministerkonferenz benannten allgemeinen ma-
thematischen Kompetenzen — Problemlésen, Kommunizieren, Argumentie-
ren, Modellieren, Darstellen — werden bei der Bearbeitung von Fermi-
Aufgaben allesamt geférdert und gefordert. Die inhaltlichen Kompetenzen
sind abhéngig von der jeweiligen Fragestellung, den Lehrervorgaben und
den gewihlten Vorgehensweisen der SchiilerInnen.

o getyd b he
28-7
:Z% e B ey

Abb. 2: Schiilerlosung (vgl. Farbbild 10)

So waren beispielsweise bei der Aufgabe ,Jeden Tag produziert unsere
Kopfhaut meterweise neues Haar! Stimmt das?* folgende Aktivititen zu
beobachten (Abb. 2):

e verschiedene Vorgehensweise wurden diskutiert, ein ,,Arbeitsplan er-
stellt, Hilfsfragen formuliert,

e notwendige Informationen wurden beschafft: Fachtexte gesucht, gelesen
(Haaranzahl pro Quadratzentimeter; Wachstum der Haare),

e der Mittelwert wurde bestimmt (Anzahl der Haare pro Quadratzentime-
ter zwischen 100 und 200: durchschnittlich 150),

e die Fldache der Kopfbehaarung wurde experimentell ermittelt,
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e durch Zerlegen und Zusammenfiigen der entstandenen ,.krummen* Fli-
che wurde eine berechenbare Fliche hergestellt,

e der Inhalt der rechteckigen Fliche wurde berechnet, iiberpriift, gerundet
(Flachenberechnung mit Formel; Zihlen der Rechenkistchen; Division
durch 4),
die Anzahl der Kopfhaare wurde berechnet (Multiplikation),

e das Gesamtwachstum der Haare an 3 Tagen wurde berechnet (Groflen-
umrechnung: zwei sich ausgleichende Fehler),

e das Gesamtwachstum der Haare an 1 Tag wurde berechnet (Division),

e Losungsvorgehen und Ergebnis wurden dokumentiert,

e in der Prisentations- und Besprechungsphase wurden fremdes und eige-
nes Losungsvorgehen und Ergebnis verglichen, nachvollzogen, reflek-
tiert, hinterfragt, auf Korrektheit iiberpriift.

Im Zusammenhang mit Unterrichtsqualitit und Kompetenzentwicklung
wird hiufig die Qualitdt der Aufgaben diskutiert. Als wichtige Qualitits-
aspekte benennt Leuders (2001) die Offenheit echter Probleme, das Durch-
brechen der Exaktheit, die Anwendbarkeit im Alltag und die Losungskom-
petenz fiir reale Probleme. Diese Aspekte werden bei Fermi-Aufgaben alle-
samt beriicksichtigt. So ist es nicht offensichtlich, welche Methode zur Lo-
sung fiihrt, auch sind nicht alle notwendigen Angaben verfiigbar. Dies macht
Titigkeiten wie Schitzen und Uberschlagen erforderlich, Fihigkeiten, die
ebenso wie das Kontrollieren und Bewerten von Losungen zwar hohe All-
tagsrelevanz haben, im Unterricht jedoch héufig nicht ausreichende Beach-
tung finden. Die Problemsituationen miissen erst mathematisiert werden, zur
Losung miissen mathematische Kenntnisse aus verschiedenen mathemati-
schen und auflermathematischen Bereichen integriert werden, wobei teilwei-
se eine Erweiterung des Wissensbestandes erforderlich ist. Alltagswissen
und Mathematikunterricht werden dabei vernetzt. Bei manchen Fermi-
Fragen kann sicherlich in Frage gestellt werden, ob deren Beantwortung
tatsdchlich fiir den Alltag relevant ist, doch bezieht sich die Relevanz dann
zumindest auf die Alltagsanwendbarkeit der bei der Aufgabe vermittelten
Methoden und Losungsstrategien.

Wenngleich der Charakter von Aufgaben die Unterrichtsqualitiit in star-
kem Male beeinflusst, bestimmt die Aufgabenstruktur jedoch nicht die Un-
terrichtsprozesse. ,,Das Potenzial einer Aufgabe entfaltet sich erst im metho-
dischen Umgang mit ihr* (Leuders 2001, 96). Die kompetenzférderliche
Bearbeitung von Fermi-Aufgaben stellt sowohl an Lehrerlnnen als auch an
SchiilerInnen Anforderungen, die nicht mit der noch vielerorts praktizierten
direktiven, belehrenden Verfahrensweise vereinbar sind. Nicht das ,,Beleh-
ren®, sondern vielmehr die Organisation der Lernprozesse, die Moderation,
die Beratung miissen die LehrerIlnnenrolle bestimmen. Die SchiilerInnen
hingegen miissen selbst aktiv und produktiv werden, Verantwortung fiir ihr
selbstindiges Arbeiten iibernehmen, dieses planen und gestalten. Dies erfor-
dert ein hohes Mall an Methoden- und Sozialkompetenz, an Lern- und Ar-
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beitstechniken, Kommunikations- und Kooperationstechniken. Vor allem
dann, wenn Lehrkraft und Kinder nicht an offene Lern- und Arbeitsformen
gewohnt sind, sollte mit einfachen iiberschaubaren Aufgaben begonnen wer-
den, damit die notige Grundsicherheit und methodische Routinen nach und
nach erworben werden konnen. Auf diesem Hintergrund kann dann die er-
forderliche Experimentierfreude entstehen, die Unterrichtskultur positiv
verdndern kann.

Doch was verhindert dennoch den héufigeren Einsatz solcher Aufgaben
in der Grundschule? Die am hiufigsten genannten Gegenargumente bezie-
hen sich auf den hohen Zeitbedarf und den fiir Grundschiilerlnnen ange-
nommenen zu hohen Schwierigkeitsgrad. Auch die ,,Unwichtigkeit der
Losungen von Fermi-Fragen wird hiufig genannt. Bei einer Fragebogenum-
frage im Rahmen einer Lehrerfortbildung zum Thema Sachaufgaben, er-
klarten zu Beginn der Veranstaltung 18 von 29 LehrerInnen, dass sie keines-
falls Fermi-Aufgaben bearbeiten werden, 7 Lehrkrifte beantworteten die
Frage nach dem kiinftigen Einsatz mit ,,vielleicht” und nur 4 wollten diesen
Aufgabentyp ,,ganz sicher* erproben. Nach der Veranstaltung — dem eigenen
Losen von Fermi-Aufgaben und der Analyse von Schiilerldsungen — lehnten
zwar immer noch 11 LehrerInnen den Finsatz von Fermi-Aufgaben im
Grundschulunterricht ab, doch wollten immerhin 8 Lehrkrifte diesen Aufga-
bentyp ,,vielleicht* und 10 Lehrkrifte ,,ganz sicher* erproben. Die Erfahrung
der eigenen Begeisterung beim Losen, die Reflexion der eigenen Erfahrun-
gen und die Analyse der Lernchancen in der Lehreraus- und -fortbildung
konnen also vielleicht dazu beitragen, dass Fermi-Aufgaben und auch andere
herausfordernde, kompetenzfordernde, offene Aufgaben, die zum ,,Mathe-
matik-treiben® ermuntern, mehr Einsatz im Unterricht finden.
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Das Pascalsche Dreieck —
Ein Aufgabenformat fiir Grund- und Hochschule

Summary

Pascal’s Triangle - Possibility to do maths in primary and further education.
Through the different kinds of exercises concerning Pascal’s triangle the
possibilities to do maths in primary as well as further education can be dem-
onstrated.

Einleitung

Welche Rolle die Mathematik in der Mathematiklehrerausbildung spielen
soll, wird immer wieder diskutiert (Selter 1995, Terhart 2000, Wittmann
2003). Doch was ist eigentlich Mathematik?

Auf diese Frage gibt es viele Antworten, die verschiedene Aspekte der
Mathematik als Wissenschaft beleuchten. Mathematik kann zum einen als
System von Begriffen und eindeutigen Regeln verstanden werden, so wie
man es in der Definition des Online Meyers Lexikon nachlesen kann. ,,Die
Mathematik ist gekennzeichnet durch eine hohe Prizision ihres Begriffssy-
stems, Strenge ihrer Beweismethoden und einen stark deduktiven Charakter
ihrer Darlegung*.

Dabei kann man Mathematik durchaus anhand verschiedener Aspekte
beschreiben, wie z.B. unter dem Formalismusaspekt, dem schematischen
Aspekt, dem Anwendungsaspekt oder dem Prozessaspekt (vgl. Grigutsch/
Raatz/T6rner 1998).

1 Mathematik als Titigkeit und Wissenschaft
von den Mustern

Ich mochte in diesem Artikel auf zwei andere wissenschaftstheoretische
Sichtweisen auf die Mathematik eingehen.

Freudenthal definiert Mathematik als 7dtigkeit im Gegensatz zu Mathe-
matik als Fertigprodukt. ,,Mathematik ist keine Menge von Wissen. Mathe-
matik ist eine Téatigkeit, eine Verhaltensweise, eine Geistesverfassung*
(Freudenthal 1982, 140). Er stellt dar, dass Mathematik nicht mit Definitio-
nen, deduktiven Systemen oder Axiomen beginnen kann, sondern von Bei-
spielen ausgehen muss, die Entdeckungen zulassen (vgl. Steinweg 2001, 25,
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Freudenthal 1973, 589). Er weist darauf hin, dass Mathematik im Prozess
entstanden ist. Deswegen sollen Lernende selbst durch eigenes Erforschen
an diesem Prozess teilhaben. Sie sollen die Mathematik so lernen diirfen, wie
ein Forscher sie ,,erschaffen hat“. IThnen soll eine Sichtweise von Mathematik
vermittelt werden, die sich unterscheidet von einer Ansammlung von Re-
gelwissen und Rezepten. Mathematik ist nicht etwas Fertiges bzw. ein Fer-
tigprodukt. ,,Mathematik steht fiir eine Tétigkeit, bei der

* Intuition, Phantasie und schopferisches Denken beteiligt sind

* man durch eigenes und gemeinschaftliches Nachdenken Einsichten erwer-
ben und Verstidndnis gewinnen kann und

* selbststindig Entdeckungen machen und dabei Vertrauen in die eigene
Denkfihigkeit und Freude am Denken aufbauen kann* (vgl. Spiegel/Selter
2003, 47).

Auch Devlin betont die Tatigkeit: ,,But for all that mathematics books
tend to be awash with symbols, mathematical notation no more is mathe-
matics than musical notation is music. (...) It is in its performance that the
music comes alive and becomes part of our experience; the music exists not
on the printed page but in our minds. The same is true for mathematics*
(Devlin 1997, 3-4).

Er bezeichnet die Mathematik als die Wissenschaft von den Mustern.
Wenn Studierende, Schiilerinnen und Schiiler Mathematik in diesem Sinn
erfahren sollen, kann dies nicht durch passive Rezeption vorgegebener Mu-
ster geschehen, sondern ist an eine eigenaktive Auseinandersetzung mit ih-
nen gekniipft. Dabei ist zu bedenken, dass nicht jedes Muster, das durch
Zahlen oder geometrische Objekte gebildet wird, immer augenscheinlich im
intendierten Sinn ist. Die Aufmerksamkeit muss auf die wesentlichen Ele-
mente gerichtet werden, um die Muster oder Strukturen zu erkennen (vgl.
Steinweg 2001, 116).

Das Entdecken von Strukturen und Mustern und der Austausch dariiber
bietet neben den inhaltlichen Lernzielen die Mdéglichkeit der Férderung pro-
zessbezogener Kompetenzen wie Darstellen, Kommunizieren und Argu-
mentieren, die in den heutigen Bildungsstandards der KMK als allgemeine
mathematische Kompetenzen gefordert werden. Diese gehen zuriick auf die
allgemeinen Lernziele von Winter. Wie Winter schon vor rund 30 Jahren
dargelegt hat, korrespondieren diese prozessbezogenen Kompetenzen mit
grundlegenden Wesensziigen des Menschen (anthropologischer Bezug) und
Zielsetzungen der allgemeinbildenden Schule.

Wie Lernende sowohl in Schule als auch Hochschule Mathematik als
Titigkeit und als Wissenschaft von den Mustern erfahren und entdecken
konnen, soll anhand des Pascalschen Dreiecks aufgezeigt werden. Dabei
wird zuerst auf den historischen Hintergrund eingegangen, und einige Mu-
ster und Strukturen werden mathematisch nédher beleuchtet und erklért. An-
schlieBend wird anhand von Studierendenlésungen und Kinderarbeiten vor-
gestellt, welche Moglichkeiten und Chancen sich bei der Beschiftigung mit
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dem Pascalschen Dreieck ergeben, Mathematik als Téatigkeit und als Wissen-
schaft von den Mustern zu erfahren.

2 Muster und Strukturen im Pascalschen Dreieck

Bevor Sie nun weiter lesen, sollten Sie in aller Ruhe diese ,,Musterland-
schaft* (Benz/Steinweg 2007) erkunden, eigene Wege betreten, Muster er-
kennen und erforschen. Sie sollten sich iiberlegen, welche Muster und
Strukturen Sie erkennen konnen. Oder allgemeiner gesagt, Sie sollen zuerst
Mathematik als Tétigkeit und Wissenschaft von den Mustern selbst erleben.

1 b 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 T 21 35 35 21 7 1
1 & 28 56 70 H6 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 Y 1
I 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Abb. 1: Pascalsches Dreieck

Wahrscheinlich werden Sie die meisten Threr Muster in der Weiterfiihrung
des Artikels wieder finden, vielleicht jedoch auch nicht.

2.1 Historischer Hintergrund

Der Name des Pascalschen Dreiecks verweist auf Blaise Pascal (1623—
1662), obwohl er nicht der erste war, der diese Zahlenanordnung entdeckte.
,,Bs prangt auf der Titelseite eines Arithmetikbuches von Petrus Apianus aus
dem frithen 16. Jahrhundert, findet sich in einem chinesischen Mathematik-
buch von 1303 und ist nachweisbar bis zuriick zu dem persischen Universal-
gelehrten Omar Khayydm um 1100, der seinerseits mit groBer Wahrschein-
lichkeit aus noch élteren arabischen oder chinesischen Quellen schopfte. Der
deutsche Mathematiker und protestantische Pfarrer Michael Stifel hat den
Terminus Binomialkoeffizient um 1500 [richtig: 1544; C.B.] eingefiihrt: die
explizite Formel findet sich dann bei Isaac Newton. Der mathematische
Ausdruck — wenn auch nicht in dieser Schreibweise — und seine Interpretati-
on als die Anzahl der Moglichkeiten, aus n Gegenstidnden r Stiick auszu-
wihlen, waren schon dem indischen Gelehrten Bhaskara im 12. Jahrhundert
geldufig™ (Stewart 2004, 436).
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Pascal entwickelte um die Jahreswende 1653/1654 fiir die Losung eines
Problems aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung diese Zahlenanordnung. Er
untersuchte Gliicksspiele zwischen zwei gleichwertigen Partnern bei vorzei-
tigem Spielabbruch. Mit Hilfe seines ,,Triangle Arithmétique® (Arithmeti-
sches Dreieck) fand er die Aufteilung des Spieleinsatzes zwischen den bei-
den Spielern, wenn bei einem beliebigen Spielstand abgebrochen wird (vgl.
Buchheim 1994, 56).

2.2 Binomialkoeffizienten

Allgemein wird das Pascalsche Dreieck im Unterricht der Sekundarstufe bei
der Berechnung der Binomialkoeffizienten behandelt.

Die Binomialkoeffizienten sind im Rahmen der Kombinatorik bei Kom-
binationen ohne Wiederholung ein wichtiges Werkzeug. Man bezeichnet
damit die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Men-

n
ge und schreibt dafiir: (kj, gelesen ,,n iber k*.

Mit Hilfe des Fakultitssymbols lassen sich die Binomialkoeffizienten

n
(kj schreiben als

ny nmn-0)-.-(n—k+Dn—-k)-....-3-2-1 _ n!
k) k(k=1)-...2-1-(n—=k)-....3-2-1  kln—k)!"

n!
Der Term ———— ist dabei zunéchst nur fiir O<k<n definiert. Fiir £k = 0

k!(n—k)!
und fiir £ = n steht im Nenner der Faktor O!. Definiert man nun 0! = 1, so

erhalt man

o)-(0)-

Diese Vereinbarung iiber 0! ist sinnvoll, denn es gibt genau eine Teilmenge
mit 0 Elementen, die leere Menge, und eine Teilmenge mit n Elementen, die
n-Menge A selbst.

n
Die Symbole (kj wurden von Euler eingefiihrt und werden Eulersche

Symbole genannt. Schreibt man nun die Binomialkoeffizienten in Form ei-
ner Tabelle, so erhdlt man die folgende Anordnung des Pascalschen Dreiecks
(vgl Selter/Spiegel 2004, 298), die sich dhnlich schon bei dem persischen
Mathematiker al-Tas1 im 13. Jahrhundert findet.
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~ k| O 1 2 3 4 5
0|1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

Ihr Name ,,.Binomialkoeffizienten — bei Stifel (1544) ,,numeri binomiales* —
leitet sich von ihrem Auftreten im binomischen Lehrsatz ab:

n_ n n n n=1g1 n n=2 3 2
(a+b)" = -a + -a’ b+ -a b+ .+
n n—1 n—2
S PR L R LR AC S R P
2 1 0

Die Koeffizienten der Potenzprodukte a”" ™ b"sind die oben eingefiihrten

n
Binomialkoeffizienten (kj .

2.3 Symmetrie

n n
Aus der Eigenschaft der Binomialkoeffizienten: (kj = ( j kann die
n f—
Symmetrie des (gleichschenkligen) Pascalschen Dreiecks abgeleitet werden,
da die Auswabhl einer k-elementigen Teilmenge ihrem Komplement der (n-

k)-elementigen Teilmenge entspricht.
2.4 Zeilensummen

Die Summe der Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile betrdgt 2" (wenn
man bei der Zihlung der Reihen mit O beginnt). Es ergeben sich beim
gliedweisen Ausmultiplizieren des Binoms gerade 2" Produkte, die dann wie
oben zusammengefasst werden kénnen.

Geht man von der Kombinatorik aus, so entspricht die Zeilensumme der
n-ten Reihe der Anzahl aller Teilmengen aus einer n-elementigen Menge
(wenn man bei der Zdhlung der Reihen bei O anfidngt). Die Anzahl aller
Teilmengen einer n-elementigen Menge ist also 2".
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Einen Beweis dieser Aussage durch vollstindige Induktion zeigt das
folgende Protokoll von Herrn Ast (Abb. 2).
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Abb. 2: Zeilensumme. Beweis durch vollstindige Induktion
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2.5 Zahlenfolgen

In den diagonal zum Betrachter liegenden Zahlenreihen des Pascalschen
Dreiecks lassen sich neben der Folge der natiirlichen Zahlen auch ebene und
raumliche ,figurierte Zahlen* (die ihren Namen nach moglichen geometri-
schen Anordnungen von Punkten in der Ebene oder im Raum haben) und
weitere Zahlenfolgen finden:

e in der dritten Diagonalen die ,,Dreieckszahlen” D,: 1, 3, 6, 10, 15, 21,

O

O 00O

© OO 000

O OO0 OO0 0000
die sich durch D; =1 und D, = D,.; + n (fiir n>1) rekursiv beschreiben

+1
und durch D, = % explizit berechnen lassen,
e in der vierten Diagonalen die ,,Tetraederzahlen“ T,: 1, 4, 10, 20, 35, ...
ne(n+l)e(n+2)
6

fiir die Ty= 1 und T,= Ty, + D, (fiir n>1) und T,=

gilt.

e Addiert man schlieBlich im Pascalschen Dreieck die Zahlen gemal3 der
Vorschrift in Abb. 3., erhilt man die Folge der ,,Fibonacci-Zahlen“ F, :
1,2,3,5,8, 13, ... mit der rekursiven Beschreibung F , =F | + F ., fiir

n>?2.
0. Zeile 1 2 0. Zeile: 1
1. Zeile: / 5 1. Zeile: 11
2. Zeile: / 8§ 13 2. Zeile: 1 2 1 13
3. Zeile: ¥ 34 3. Zeile: I 3 3 1\ 21 34
4. Zeile: 3 4. Zeile: 1 4 6 £3 ¥
5. Zeile: 5 5 5. Zeile i =vm @0 5 1
6. Zeile: 5720 15 6 6. Zeil o 5520 15«
% Zeile - J 7. Zeile fl 7 21 35 35 2 1
8. Zaile: s o 0 s s 4 8 Zeile: @ 8 28 56 70 56 28 1

Abb. 3: Fibonacci-Zahlen (Wittmann/Ziegenbalg 2004, 234 und 235)

Die zweite Abbildung zeigt, dass der unterste Pfeil aufgrund der Rechenvor-
schrift (die beiden oberen Zahlen ergeben als Summe die darunter liegende
Zahl) durch Addition der beiden dariiber liegenden Pfeile entsteht.

Eine explizite Berechnung erlaubt die Formel von Binet:

bl 1+45) (1=45)
n_f 2 - ) )
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die hier (aufgezeichnet von Herrn Ast) aus der rekursiven Definition abge-
leitet wird (Abb. 4).
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Abb. 4: Formel von Binet
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3 ,,Mathematik-treiben‘“am Pascalschen Dreieck

Wenn Sie wihrend Threr mathematischen Titigkeit mehr Muster gefunden
haben als vorgestellt sind, ist dieses nicht verwunderlich, denn die vorange-
henden Beschreibungen der im Pascalschen Dreieck enthaltenen Muster sind
erginzungsbediirftig. Selbst Pascal, der weitaus mehr Muster entdeckte,
schreibt: ,,Ich habe mehr Eigenschaften ausgelassen, als ich aufgefiihrt habe.
Es ist erstaunlich, wie reichhaltig das Dreieck ist. Jedermann kann sein
Gliick versuchen®.

Dieses Zitat diente in den Unterrichtsprojekten als Aufforderung, selbst
Muster und Strukturen im Pascalschen Dreieck zu finden.

In der Grundschule wurden zwei verschiedene ikonische Darstellungen
des Pascalschen Dreiecks gewihlt. Hiufig werden die Orte fiir die Zahlen als
Rechtecke dargestellt, ebenso kdnnen die Zahlen in Kreise eingetragen wer-
den. Die Darstellung in Kreisen erleichtert es zum einen, die diagonal zum
Betrachter liegenden Reihen im Dreieck zu sehen, zum anderen wird die
dufere Form des Dreiecks leichter sichtbar als bei der Verwendung von
Rechtecken.

Abb. 5: Verschiedene Darstellungen des Pascalschen Dreiecks

Zu Beginn der Einheit wurde sowohl den Studierenden als auch den
Kindern ein ,,angefangenes* Dreieck prisentiert, mit der Aufgabe es weiter
zu ,gestalten®. In dieser Anfangsphase wurden in der Grundschule Begriffe
geklirt, die zur spdteren Kommunikation niitzlich waren. So wurden die
horizontal zum Betrachter liegenden Linien als Reihen und die diagonal zum
Betrachter liegenden Reihen als Diagonalen oder schrige Reihen bezeichnet.
Fiir die Kinder der 3. und 4. Klasse wurde Pascals Zitat sinngemil3 zu fol-
gender Aufforderung verédndert: ,,Es ist erstaunlich, was einem alles auffal-
len kann. Jedermann soll sein Gliick versuchen®. Dabei arbeiteten die Kinder
der 4. Klasse alleine oder in Partnerarbeit und die Kinder der 3. Klasse in
Gruppenarbeit.
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Die Grundschulkinder bekamen im weiteren Verlauf der Stunde noch
spezielle Forscherauftrige, wie z.B.: ,,Schau dir die dritte Diagonale genau
an!“ oder ,,Betrachte die einzelnen Reihen!“.

Kindern mit besonderem Forderbedarf wurden statt der Arbeitsauftrige
,JForscherlupen® an die Hand gegeben, die gezielt nur eine der diversen Ent-
deckungen ,,6ffnen* und damit die Konzentration unterstiitzen konnen. Bei
den Forscherlupen (Abb. 6) wird die weile Form ausgeschnitten, so dass
immer nur ein bestimmter Ausschnitt sichtbar und betrachtet wird. Denn
gerade bei einer so reichhaltigen mathematischen Aufgabe, die viele Entdek-
kungen gleichzeitig erdffnet, konnen die verschiedenen Mdglichkeiten zu
Verwirrung fiihren, und manchmal geben diese Kinder letztlich auf.
Verkleinerte Beispiele fiir die Forscherlupen Dreieck, Diagonale und Zeile:

s \ KKKKKK\

Abb. 6: Forscherlupen

4 Darstellung eigener Entdeckungen

In verschiedenen Unterrichtsprojekten in den Klassen 3 und 4 zeigte sich,
dass die Kinder hoch motiviert und in der Lage sind, Mathematik zu treiben,
wenn sie selbst einige der vielféltigen Strukturen und Muster entdecken.
Dabei gab es natiirlich Entdeckungen auf unterschiedlichen Stufen, wie z. B.
»AuBen steht immer eine 1 oder ,,In jeder Reihe gibt es immer eine Zahl
mehr, wihrend ein Kind in der 4. Klasse, inspiriert durch den ,,Zahlenteu-
fel“ von Hans Magnus Enzensberger, sogar die Struktur der ,,Fibonacci-
Zahlen* entdeckte.

Beim Beschreiben, vor allem jedoch beim Darstellen ihrer Entdeckun-
gen, ergaben sich fiir fast alle Kinder grofere Hiirden, die sie iiberwinden
mussten. So entstand Gesprichsbedarf dariiber, wie man seine eigenen Ent-
deckungen fiir andere darstellen kann. Die Moglichkeit einer grafischen
Veranschaulichung war vielen Kindern am Anfang der Unterrichtseinheit
fremd. Eigene Wege der Darstellung zu finden, war fiir manche Kinder sehr
schwer, da sie es insbesondere im Mathematikunterricht gewohnt waren,
Darstellungen bzw. Hefteintrige immer genau vorgegeben zu finden.

Im Laufe des Unterrichtsversuches wurden die Kinder ,kreativ und am
Ende der Unterrichtseinheit nutzten einige Kinder insbesondere grafische
Darstellungen, wie in Abb. 7.
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Das Pascalsche Dreieck
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Abb. 7: Grafische Darstellungen von Entdeckungen (vgl. Farbbild 11)

Eine weitere Moglichkeit, Kindern bei der Fixierung ihrer Entdeckun-
gen Hilfestellungen zu geben, kann darin bestehen, sie immer wieder zu
ermutigen, eigene kurze Sitze oder Stichworte zu formulieren. Eine erste
Anndherung kann durch die Aufforderung gelingen, anderen Kindern oder
der Lehrkraft die Entdeckung zu diktieren.

Das vorangegangene und die folgenden Beispicle stammen aus einem
Unterrichtsprojekt von Weif3 (2005) in Klasse 4. Sie zeigen, wie Kinder die
Symmetrie entdeckten und auch verallgemeinernd beschrieben.
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Abb. 8: Kinderbeschreibung zur Symmetrie
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Abb. 9: Kinderbeschreibung zur Symmetrie

Auch die Beziehung zwischen den einzelnen Zeilensummen wurde von eini-
gen Kindern erkannt.
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Abb. 10: Kinderproduktion zur Zeilensumme

Selbst die RegelméiBigkeit der dritten Diagonale wurde von den Kindern
schon verallgemeinernd dargestellt.
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Abb. 11: Beschreibungen der Dreieckszahlen (vgl. Farbbild 12)

In beiden Unterrichtsprojekten wurde neben der Vielfalt der Entdeckun-
gen auch eine Begeisterung der Kinder iiber ihre Erfolge deutlich. Die Kin-
der einer dritten Klasse dnderten beispielsweise die Bezeichnung des Pascal-
schen Dreiecks in ,,Unser Kinderdreieck®. SchlieBlich hatten sie selbst viel
an diesem Dreieck entdeckt, also war es nun nicht mehr Pascals Dreieck,
sondern ihr Dreieck.
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Wie bereits erwihnt, wurde auch Studierenden das Zitat von Blaise
Pascal als Aufforderung gestellt, nach einzelnen Mustern und Strukturen zu
suchen, allerdings wurde von ihnen noch zusitzlich eine Begriindung bzw.
ein Beweis fiir ihre Entdeckungen gefordert.

Das folgende Beispiel stammt aus einer Veranstaltung in der Hoch-
schule mit Studierenden, die das Fach Mathematik in ihrem Studium gewéhlt
haben.

Pascalsches Dreieck
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Abb. 12 stellt die ersten Ergebnisse einer Gruppenarbeit dar. Interes-
santerweise konnte man bei den Studierenden die gleichen Probleme beob-
achten wie bei den Kindern. Nicht das Entdecken von Mustern war die
groBte Hiirde, sondern die Darstellung der Ergebnisse. Beim gemeinsamen
Kommunizieren dariiber wurde den Studierenden deutlich, dass Beschreiben,
Darstellen und Begriinden schon auf dieser Stufe anspruchsvolle mathemati-
sche Titigkeiten sind, die groBe Anforderungen an sie stellen und ihnen
nicht sehr vertraut sind (vgl. Steinweg 2001).

Diese Erfahrung benétigen Studierende schon in ihrem Studium, um zu
erleben, was es heifit ,,Mathematik zu treiben“. Dabei werden eingefahrene
Haltungen und einseitige Sichtweisen von Mathematik aufgebrochen und
zugleich negative Erfahrungen iiberwunden. Dies kann insbesondere iiber
eine aktive Auseinandersetzung mit mathematischen Inhalten, wie hier am
Pascalschen Dreieck, gelingen. Studierende miissen eigene bzw. neue Erfah-
rungen hinsichtlich ,,Mathematik-treiben* machen, um dann iiber diese ma-
thematischen Prozesse zu reflektieren (vgl. Walter 1999).

Bei den Studierenden lésst die Erforschung des Pascalschen Dreiecks
Entdeckungen auf unterschiedlichen Niveaus zu. Sie finden in einer ersten
Phase dhnliche Strukturen und machen dhnliche Erfahrungen im Prozess des
Entdeckens wie die Kinder. Man sollte das Niveau einer Hochschulveran-
staltung jedoch nicht dem Niveau einzelner Schuljahre anpassen, sondern
man sollte in einer zweiten Phase im Sinne einer didaktischen Phidnomeno-
logie und im Anschluss an entdeckte Phinomene, Strukturen und Muster
weiterfiilhrende Verallgemeinerungen und Theorien folgen lassen: z. B. um
formale Beweisverfahren kennen zu lernen wie jenes der vollstindigen In-
duktion bei der Beweisfiihrung der Formel fiir die Zeilensummen (Abb. 2)
oder solche wie bei der Formel von Binet (Abb. 4).

Fazit

Am Anfang dieses Artikels stand die Frage, welche Rolle die Mathematik in
der Ausbildung fiir das Grundschullehramt spielen soll. Wie deutlich werden
sollte, sind eigene Erfahrungen mit Mathematik wichtig, damit Studierende
ein reichhaltiges Verstindnis von Mathematik entwickeln konnen. Dafiir
sind immer wieder Aufgabenformate wie das Pascalsche Dreieck notwendig,
welche Moglichkeiten zum Entdecken, Problemldsen, Darstellen und Argu-
mentieren er6ffnen. Nur so konnen die Studierenden ihre mathematischen
Kenntnisse und Fertigkeiten vertiefen und erweitern und den fiir ihren Unter-
richt notwendigen fachwissenschaftlichen Hintergrund erwerben. Eine pra-
xisbezogene fachwissenschaftliche Ausbildung ist deshalb eine notwendige
wenn auch nicht hinreichende Voraussetzung, damit Studierende spiter in
der Lage sind, ihre eigenen Schiilerinnen und Schiilern Wege beschreiten zu
lassen, die nicht normiert und vorgegeben sind (vgl. Selter 1995).
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Ein Diagnosebogen zur flexiblen Subtraktion

Summary

The present paper starts from the statement that assessment should primarily
provide teachers and children with information about individual compe-
tences and deficits, which form an important basis for supporting individual
learning processes. The so-called maths-letterbox and diagnostic sheets are
described by means of an example dealing with flexible non-standard-
algorithmic subtraction.

In Deutschland wird bekanntlich seit einigen Jahren vergleichsweise intensiv
iiber Bildung und Erziehung diskutiert — nicht nur, aber wesentlich auch in
Folge der Auseinandersetzung mit den PISA-Studien der Jahre 2000 und
2003. Manchmal kann man jedoch den Eindruck gewinnen, als wiirden aus
dem mittelmiBigen Abschneiden der deutschen Mitstufenschiilerinnen und
-schiiler die unterschiedlichsten Konsequenzen abgeleitet, wie etwa Ab-
schaffung oder Erhalt des gegliederten Schulwesens, friiherer oder spiterer
Zeitpunkt der Verbindlichkeit von Ziffernnoten, Einfiihrung oder Abschaf-
fung zentraler Lernstandserhebungen, ...

1 Leistungsfeststellung —Basis individueller Forderung

Informiert man sich hingegen direkt ,an der Quelle‘, so wird beispielsweise
von finnischen Kolleginnen und Kollegen hiufig angefiihrt, dass ihr Land in
internationalen Vergleichsuntersuchungen wohl nicht zuletzt deshalb ver-
gleichsweise gut abschneide, weil es dort eine Kultur der Ermutigung gebe.
Man gehe davon aus, dass Schiilerinnen und Schiiler sich ernst genommen
und wohl fiihlen miissten, um lernen und leisten zu kénnen. Dazu gehore
selbstverstiandlich auch, dass in Finnland Leistungsanforderungen von An-
fang an transparent gemacht wiirden.

Die primdre Funktion der Leistungsfeststellung in der Schule besteht
demnach darin, Lernentwicklungen und Lernergebnisse vor dem Hinter-
grund individueller Vorerfahrungen einerseits und verbindlicher Anforde-
rungen andererseits zu dokumentieren. Der Lehrerin dient dieses als
Grundlage fiir individuelle Forderung. Aus der Sicht der Kinder stellt es
eine Hilfe bei der Mitplanung und der Mitsteuerung des eigenen Lernprozes-
ses dar.
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Natiirlich gehort es auch zum Auftrag von Schule, Entscheidungen iiber
Versetzungen und Nicht-Versetzungen, iiber Schullaufbahnen und Ab-
schlussniveaus zu treffen — dieses in Deutschland bedauerlicher Weise schon
in recht jungem Alter. Schule kann dieses Spannungsverhéltnis von Ent-
wicklungsfunktion und Auslesefunktion schlichtweg nicht beseitigen. Aber
sie kann trotz dieses Dilemmas versuchen, mit den Leistungen der Kinder
verantwortlich umzugehen, also durch individuelle Forderung die Lernfreu-
de der Kinder zu erhalten und deren Leistungsfihigkeit zu entwickeln.

Der vorliegende Beitrag beschreibt mit den Diagnoseblittern, die die
Schiilerinnen und Schiiler in den sog. Mathebriefkasten werfen, ein diesbe-
ziigliches Beispiel. Fiir weitere Ideen und Beispiele verweisen wir auf Sun-
dermann / Selter (2006 bzw. 2006a).

2 Der Mathebriefkasten

Fiir ein authentisches Bild dessen, was Kinder leisten, ist es unverzichtbar,
mit leistbarem Aufwand auch deren ,Alltagsleistungen® zu dokumentieren.
Nicht zuletzt auf dieser Grundlage konnen individuelle Férdermanahmen —
keineswegs nur fiir die schwicheren Schiiler — geplant werden.

Einen regelmifigen Einblick in individuelle Leistungsstdnde erhilt man
beispielsweise, indem man einen sog. Mathebriefkasten einrichtet — einen
mit gelbem Papier beklebten Schuhkarton mit Schlitz.

In diesen Briefkasten werfen die Kinder individuelle Aufgabenbearbei-
tungen, die nicht mehr als fiinf bis zehn Minuten in Anspruch genommen
haben sollten. Vorab hat die Lehrerin am Ende — oder in Ausnahmefillen
auch am Beginn — einer Unterrichtsstunde, eines Tages oder einer Lernein-
heit eine AS- oder A6-Karteikarte bzw. ein Arbeitsblatt ausgeteilt. Darauf
notieren die Schiiler zunichst Namen und Datum sowie die Antwort auf eine
Frage bzw. die Bearbeitung einer Kurzaufgabe.

Die Art der Aufgabenstellung hédngt natiirlich davon ab, was im Zusam-
menhang mit dem bereits durchgefiihrten oder dem noch bevorstehenden
Unterricht erhoben werden soll. Sie kann sich beispielsweise auf die Ver-
fiigbarkeit von Kenntnissen oder Fertigkeiten, das Verstindnis von Verfah-
ren oder Konzepten oder die Ausprigung von Haltungen oder Einstellungen
beziehen. Beispielaufgaben sind ...

* Schreibe auf, wie du 701-698 rechnest. Schreibe dann noch einen weite-
ren Rechenweg auf.

* Schreibe fiinf Malaufgaben mit dem Ergebnis 1000 auf.

* Runde 1251 auf Hunderter und beschreibe, warum du so vorgehst.

* Erkldre, warum bei der Addition von zwei ungeraden Zahlen immer eine
gerade Zahl herauskommit.

* Schreibe auf, was du heute gelernt (gemacht) hast.

» Schreibe eine Frage oder eine Idee auf, die du zur heutigen Stunde (zu
einem bestimmten Lerninhalt) hast.
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Denkbar ist hier — mit Ausnahme des letztgenannten Auftrags — neben
einer globalen Finschitzung (richtig bzw. nicht richtig) eine differenziertere
Beurteilung, etwa auf einer mehrstufigen Skala, die von +++ bis — reicht.

3 Aufbau des Diagnosebogens

Ein ausfiihrlicheres Beispiel geben wir im Folgenden, indem wir den Aufbau
eines Diagnosebogens zur flexiblen halbschriftlichen Subtraktion vorstellen,
die von 228 Schiilerinnen und Schiilern gezeigten Vorgehensweisen analy-
sieren und einen Auswertungsvorschlag fiir den Einsatz in der Unter-
richtspraxis entwickeln.

Name: Datum:

Verschiedene Wege zum gleichen Ziel

Schreibe zwei verschiedene Rechenwege zu jeder Aufgabe auf!

a) 358-347=

Mein Rechenweg Nr. 1:

Mein Rechenweg Nr. 2:

b) 746 - 298 =

Mein Rechenweg Nr. 1:

Mein Rechenweg Nr. 2:

Abb. 1: Der Diagnosebogen
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Unter dem Titel ,Verschiedene Wege zum gleichen Ziel‘ erhalten die
Kinder folgenden Auftrag: ,,Schreibe zwei verschiedene Rechenwege zu
jeder Aufgabe auf!* (Abb. 1). Dabei ist nicht nur zu erkennen, welche Kin-
der von sich aus flexibel rechnen, sondern auch, welche Kinder iiberhaupt in
der Lage sind, verschiedene Wege fiir eine Aufgabe zu finden. Denn dies ist
ja die Voraussetzung fiir flexibles Rechnen: Um die giinstigste Strategie fiir
eine Aufgabe auswihlen zu konnen, miissen mehrere Strategien bekannt sein
und in Betracht gezogen werden.

Das Arbeitsblatt enthélt zwei Subtraktionsaufgaben, beide sind so kon-
struiert, dass sie mit deutlich unterschiedlichen Strategien 16sbar sind. Bei
der Aufgabe 358-347 = 11 liegen Minuend und Subtrahend nah beieinander,
so dass sich die Strategie des Ergénzens besonders anbietet. Schwierigkeiten
konnen kaum auftreten, da keine Stelle im Minuenden kleiner ist als im
Subtrahenden. Aus diesem Grund ist die Losung auch leicht schritt- oder
stellenweise zu erhalten; beim stellenweisen Rechnen ist hier lediglich die
Null in der Hunderterstelle der Differenz zu beachten.

Bei 746298 = 448 bietet sich eine Hilfsaufgabe (746-300) an, da sie die
Aufgabe in zwei leichtere Teilrechnungen zerlegt, wobei allerdings die
Ausgleichsrichtung beachtet werden muss, Probleme mit dem Zehner- bzw.
Hunderteriibergang aber vermieden werden. Selbstverstidndlich ist die Auf-
gabe auch durch Ergiinzen oder stellen- und schrittweises Rechnen zu 16sen,
wobei sich insbesondere beim stellenweisen Subtrahieren Probleme ergeben
konnen (40-90; 6-8).

4 Auswertung des Diagnosebogens

Der Diagnosebogen wurde im zweiten Halbjahr des 3. Schuljahres vor der
Behandlung der schriftlichen Subtraktion 228 Schiilerinnen und Schiilern
aus vier verschiedenen Schulen vorgelegt. Folgende Leitfragen lagen der
Auswertung zugrunde:

* Notieren die Schiilerinnen und Schiiler zwei Wege?

* Wenn ja, handelt es sich um verschiedene Hauptstrategien oder um Vari-
anten einer Strategie?

* Fiihrt das gezielte Suchen zweier Wege dazu, dass die Kinder eher (auch)
eine aufgabenspezifische Strategie finden?

4.1 Rechenstrategien

Zunichst ist festzuhalten, dass es eine ganze Reihe von Schiilern gibt, die
keinen zweiten Rechenweg notieren. Im Vergleich der einzelnen Klassen
lassen sich z. T. erhebliche diesbeziigliche Unterschiede feststellen: Dia-
gramm 1 zeigt zum Einen, wie viele Kinder in jeder Klasse wie viele Re-
chenwege finden, und zum Anderen die Durchschnittswerte (unterer Dia-
grammbalken).
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1 95,2% 4.8%
2 84,2% 105% [5,3%
3 80,0% [s.0%]  150%
4 76,5% [ 17,6%
5 66,7% [ 143% [ 95%
6 60,0% [ 25,0% [ 10,0%
7 48,0% [ 28,0% [ 24,0%
8 28,0% b0 68,0%
9 25,9% [ 18,5% [ 55,6%
Durc1hg 125%  12H 83,3%
ot ‘  548% ‘ ‘ 132% ‘ 01% 1,8%.
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

O 2 Wege pro Aufgabe O Bei einer Aufgabe nur 1 Weg @ Nur 1 Weg pro Aufgabe m Eine Aufgabe gar nicht gelést ‘

Diagramm 1: Rechenstrategien der einzelnen Klassen und Durchschnittswert

Wihrend in einer Klasse alle Kinder mindestens eine Aufgabe auf zwei
verschiedenen Wegen berechnen, ist dies bei anderen Klassen eher die Aus-
nahme. Es kann vermutet werden, dass die Fihigkeit des Rechnens auf ver-
schiedenen Wegen abhingig ist von der Art und Zielsetzung des jeweiligen
Unterrichts.

Sicherlich gibt es auch Kinder, die nicht motiviert genug sind, einen
zweiten Losungsweg zu suchen, wenn sie das Ergebnis schon ermittelt ha-
ben. Dies wird aber eher bei Einzelnen der Fall sein, wihrend grundsitzlich
davon auszugehen ist, dass die Schiiler es nicht gewohnt sind, iiber verschie-
dene Herangehensweisen nachzudenken.

Beziiglich der verwendeten Rechenstrategien fillt das vergleichsweise
seltene Vorkommen der Strategie ,Hilfsaufgabe® auf, auch bei der Aufgabe
mit dem Minuenden 298. Die Strategie ,Vereinfachen® (746298 wird zu
748-300) konnte bei keinem Kind beobachtet werden.

Im Ubrigen dominiert das schrittweise Rechnen; bei ca. 1/5 dieser Lo-
sungswege wird dabei der Rechenstrich zur Notation genutzt (Diagramm 2,
schraffierte Fliache). Vergleichsweise hdufig kommt der Rechenstrich beim
Erginzen zum Einsatz, dabei handelt es sich allerdings iiberwiegend um
Kinder derselben Klasse.
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Rechenweg N
nicht notiert 3,2%
Hilfsaufgabe ]0,9%
Ergénzen :’E 1T
o
Schriftliches |
0,
Verfahren 13,2%
Stellen-/ Schritt- 2 6%
Kombination =
Stellenweise 17,9%
Schrittweise 44,0% 9:0%
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60%

Diagramm 2: Hiufigkeit der verwendeten Strategien

4.2 Kombinationen von Strategien

Tabelle 1 zeigt nun, welche Rechenstrategien die Schiiler kombinieren,
wenn sie zwei Losungswege notieren. Grau hinterlegt sind Kombinationen,
die aus gleichen oder sehr dhnlichen Wegen bestehen. In der Diagonalen
befinden sich solche, bei denen lediglich die einzelnen Rechenschritte ver-
tauscht oder anders notiert werden. In den iibrigen Fillen werden zwei ver-
schiedene Hauptstrategien kombiniert.

Schritt- | Stellen- | Stellen/ | Schrift- | Ergén- Hilfs-
weise weise Schritt lich zen aufgabe

Schrittweise 36,2 15,1 2,6 6,8 16,6 1,5
Stellenweise 7,9 -—- 5,7 2,6 -—-
Stellen/Schritt- 0.8 N . .
Kombination ’

Schriftlich - 1,5
Erginzen 2,3 ——
Hilfsaufgabe 0,4

Tabelle 1: Hiufigkeit der jeweiligen Strategiekombinationen (in %)
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Die Werte lassen erkennen, dass sich die verschiedenen Kombinationen
zu etwa der Hilfte aus Varianten derselben Hauptstrategie und zur anderen
Hilfte aus grundlegend verschiedenen Strategien zusammensetzen. Hier
scheint dem Unterricht groe Bedeutung zuzukommen, denn die meisten
Klassen weisen typische Kombinationen auf (Diagramm 3).

6 e B _ 18,8% | 63% [ 6% a1y
5 W ,ﬁj 5,3% - 52,6% |
TR ~
N 78,0% [49%
2 M )__ﬂ 10,0% |
1 100,0% |

0% 10% 20% 30%

40% 50% 60%

70% 80% 90% 100%

Schrittw eise Strategien
@ Schrittw eise + Schriftlich
O Sonstige ahnliche Strategien

O Stellenw eise Strategien
O Stellenw eise + Schriftlich
O Sonstige verschiedene Strategien

m Stellen- + Schrittw eise
O Ergénzen + Schrittw eise

Diagramm 3: Unterschiede zwischen sechs ausgewihlten Klassen

So werden in einer Klasse nur stellenweises und schriftliches Rechnen
kombiniert, in einer anderen werden 90% der auf zwei Wegen gerechneten
Aufgaben schrittweise einmal mit und einmal ohne Rechenstrich notiert usw.
Der in Tabelle 1 aufgefiihrte Anteil der Kombinationen von schrittweisem
und ergidnzendem Rechnen ist ebenfalls i. W. auf eine einzelne Klasse zu-
riickzufiihren, in der fast alle Kinder diese beiden Strategien verwenden.

Die Vielfalt der verwendeten Kombinationen lésst also zundchst wieder
Riickschliisse auf den Unterricht zu — die Kinder wenden prinzipiell die
Strategien am hédufigsten an, die entsprechend im Unterricht thematisiert
werden. Dabei reicht die Spanne von einer Klasse, in der nur zwei Strategien
vorkommen bis hin zu einer Klasse, deren Schiilerbearbeitungen insgesamt
alle sechs Strategien aufweisen.

Was bei der Gesamtheit der bearbeiteten Aufgaben zu sehen ist, trifft
auch auf die Schiiler zu: Sowohl von den Schiilern, die bei beiden Aufgaben
zwei Rechenwege notieren, als auch von denen, die nur einmal einen zwei-
ten Weg finden, gilt, dass etwa die Hilfte von ihnen @hnliche und die andere
Hilfte grundlegend verschiedene Strategien verwendet.



70 Birte Poelstra und Christoph Selter

3 verschiedene
1,4%
Wege

2 verschiedene

O,
Wege 34,7%

2 dhnliche Wege 33,3%

1 Rechenweg 26,0%

Kein Rechenweg

notiert 4,6%

T T T 1

0% 10% 20% 30% 40%

Diagramm 4: Anzahl der verwendeten Rechenwege pro Schiiler

Nur ca. 10% der Schiiler mit zwei Rechenwegen rechnen z. B. bei Auf-
gabe a) mit Strategievarianten und bei Aufgabe b) mit verschiedenen Haupt-
strategien. Diese sind auch fast die einzigen, die bei den beiden Aufgaben
tiberhaupt unterschiedlich rechnen: 88% der Schiiler mit zwei Rechenwegen
benutzen bei Aufgabe b) die gleichen Strategien wie bei Aufgabe a). Dem-
entsprechend ist es auch nicht verwunderlich, dass kaum ein Schiiler bei
seiner Bearbeitung mehr als zwei Rechenstrategien verwendet, wie Dia-
gramm 4 zeigt.

5 Auswertungsvorschlag

Da es bei diesem Diagnosebogen schwerpunktmiifig darum geht, verschie-
dene Herangehensweisen zu einer Subtraktionsaufgabe zu finden, sollte die
Bewertung mafgeblich durch die Rechenwege bestimmt sein.

Bei der Vergabe von Punkten kann man sich an folgenden Kriterien ori-
entieren: Fiir korrekte Ergebnisse und verstidndliche Darstellungen der Re-
chenwege gibt es einen Punkt. Dieser wird nicht vergeben, wenn nur ein
Ergebnis richtig ist, da es sich ja nur um zwei Aufgaben handelt, wovon die
erste fast keine Schwierigkeiten bietet; allerdings kann eine Bearbeitung mit
einem falsch abgeschriebenen Zahlenwert, aber korrekter Losung als richtig
bewertet werden.

Die Notation von zwei Rechenwegen zu jeder Aufgabe wird ebenfalls
mit einem Punkt bewertet; handelt es sich dabei jeweils um zwei verschie-
dene Hauptstrategien, werden zwei Punkte vergeben. Mit einem weiteren
Punkt kann man auBerdem den Einsatz geschickter, aufgabenspezifischer
Rechenstrategien honorieren.
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35% 1

28,8%  29.2%

30% -

25%

20%

15%

10%

5%

0%
+++ ++ + 0 -

Diagramm 5: Hiufigkeit des Auftretens der Bewertungskategorien

Das obige Diagramm zeigt die jeweiligen Anteile der fiinf Bewertungs-
kategorien an den Schiilerlosungen, die nach den vorgestellten Kriterien
ausgewertet sind. In der nachfolgenden Tabelle werden einige typische
Schiilerlosungen den Bewertungskriterien zugeordnet. Welcher Grad an
mathematischer Korrektheit z. B. bei der Notation der Rechenwege erwartet
wird, ist allerdings von den im jeweiligen Unterricht getroffenen Abma-
chungen abhingig.
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Bewertungskriterien mit Beispielen

Jeweils zwei grundlegend verschiedene Rechenwege, mind. eine aufgabenspezifische

+++ . . .
Strategie, korrekte Ergebnisse und Notation
Verschiedene Wege zum gleichen Ziel Verschiedene Wege zum gleichen Ziel
Schreibe zwei verschiedene Rechenwege zu jeder Aufgabe auf! Schreibe zwei verschiedene Rechenwege zu jeder Aufgabe auf!
o 358- 34711 o) 358-347:/]/]
Mein Rechenweg Nr. 1: Merm Rechenweg Nr. 1:
347 =38 358 -~ 200 = 58
- 58 -4 =13
7 3% A8 = M
Mein Rechenweg Nr. 2: Mein Rechenweg Nr. 2:
95$-300°5% 2RR ~ A0 =
53 #0:13 JJSX ))\)O 8
K 8422 A4
b) 746 - 298 = b) 746 - 298 = \(u(g
Mein Rechenweg Nr. 1: ME‘"‘R"‘M"W(‘S’T’ L o
29§ 16,400 74‘6 -200 =54b
L 546~ 90 =46
VAN ) Mo~ & = £%8
a1 36¢
Mein Rechenweg Nr. 2: /{M,"" R“"E:W”’ff" z
FH6-200=546 Hk‘\;w‘) R
546 Yol Kot l =4
®6- 9409
Jeweils zwei grundlegend verschiedene, Jeweils zwei dhnliche Rechenwege,
+t aber nicht aufgabenspezifische Rechen- dabei aber eine aufgabenspezifische

wege, korrekte Ergebnisse und Notation

Strategie, korrekte Ergebnisse und No-
tation

Verschiedene Wege zum gleichen Ziel

Schreibe zwei verschiedene Rechenwege zu jeder Aufgabe auf!

Verschiedene Wege zum gleichen Ziel

Schreibe zwei verschiedene Rechenwege zu jeder Aufgabe auf!

a) 358- 347:AA;\
Mein Rechenweg Nr. 1:
358 oo = 58

B-40=A3
A8 - M
Mein Rechenweg N 2:
OO -D00=0
50- yo=A0
8- -4
b) 746 - 298 :HHB

Mein Rechenweg Nr. 1

Nu6-9a0 546
A 6-30-156
456 - ¥
Mein Rechenweg Nr. 2:
Moo e =500
(o - 30=-50
& - =%

500-50-2 = =

) 358-347:717]
Mein Rechenweg Nr. 1:

Y
JARa Ve =1

;(:8,_.._,_ E> T

Mein Rechenweg Nr. 2:

2 -
=300~ 7=
b) 746 - 298 =

Mein Rechenweg Nr. 1:

746~ 300 G4+~ g

Mein Rechenweg Nr. 2:

-0 r g

[ N
Hh 4K
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Jeweils zwei grundlegend verschiedene
Rechenwege, Mdngel bei Ergebnissen
und/ oder Notation

Jeweils zwei dhnliche Rechenwege,
korrekte Ergebnisse und Notation

Verschiedene Wege zum gleichen Ziel

Schreibe zwei verschiedene Rechenwege zu jeder Aufgabe auf!

a) 358 -347= 44
Mein Rechenweg Nr. 1
358-30-58
h8-4v-M
358-Bar- A1

Mein Rechenweg Nr. 2:

/%X 18
2, J ,/' N
./;(( f ) / \
g oS3
b) 746-298= 't

Mein Rechenweg Nr. 1:
e - 20 =S4
S46-4)-4aa

Mein Rechenweg Nr. 2

TN

wh VN

200 30 o 746

Verschiedene Wege zum gleichen Ziel

Schreibe zwei verschiedene Rechenwege zu jeder Aufgabe auf!

a) 358- 34741

Mein Rechenweg Nr. 1

Mein Rechenweg N, 2:
A68-3¢7= 41
888~ ¥-3z,
351- ¥0-3 7
3417300+ 11

b) 746-298 = ijfg

Mein Rechenweg Nr. 1:
746-2k= sig
-0 = 3%

z@i S x
156~ €=

Mein Rechenweg Nr. 2:
744-238- 448
TFL- Z=R3%

=38~ S0 =L48
e KT erer
548 ~200= 4§

Jeweils zwei dhnliche Rechenwege, Mdn-
gel bei Ergebnissen und/ oder Notation

Jeweils nur ein Rechenweg, aber kor-
rekte Ergebnisse und Notation

Verschiedene Wege zum gleichen Ziel

Schreibe zwei verschiedene Rechenwege zu jeder Aufgabe auf!

Verschiedene Wege zum gleichen Ziel

Schreibe zwei verschiedene Rechenwege zu jeder Aufgabe auf!

a) 358-347= 11

Mein Rechenweg Nr. 1:

78-360°38¢
g%i,hms
“g ~ 2=

Mein Rechenweg Nr. 2:

-7 719 =300

= - >
1 g 53 358
b) 746-298:9 37
Mein Rechenweg Nr. 1
F46=A00 = § «p
> Ye

S46- 90

446~ § =437

Mein Rechenweg Nr. 2:

s ‘Y,,ﬂyle\l:

37 que 46 +Ue

a) 358-347: 77 358 - 00 -
58~ G0 =7
MeinRechenwegNr. 1: 78~ 7 = 24

Mein Rechenweg Nr. 2:

o) 746282498 TUGr oo -54,
Mein Rechenweg Nr. 1: 54“ S Yo =45
“ws ~ & =448

Mein Rechenweg Nr. 2:




74 Birte Poelstra und Christoph Selter

Jeweils nur ein und/ oder unklare Rechenwege, Mingel bei Ergebnissen und/ oder
Notation

Verschiedene Wege zum gleichen Ziel Verschiedene Wege zum gleichen Ziel

Schreibe zwei verschiedene Rechenwege zu jeder Aufgabe auf! Schreibe zwei verschiedene Rechenwege zu jeder Aufgabe auf!

o) 358-347=17 a) 358-347 =

Mein Rechenweg Nr. 1: Mein Rechenweg Nr, 1
300-300=0 358~ 34725 e
So-po=w 206-30020

= So- “bo-10

6=1

Mein Rechenweg Nr. 2 Mein Rechenweg Nr. 2:
306-347 2z
%I
7710

b) 746 -298:3 2 b) 746 - 298552

Mein Rechenweg N 1

700-2q-
bo-toesy
Mein Rechenweg Nr. 2 %e'" Recgzéw'zq ?r 2
00 ~ -
99~ 50 5
0-9-9
— i

6 Konsequenzen fiir den Unterricht

Bei den Auswertungen haben wir bereits mehrmals auf klassenspezifische
Unterschiede hingewiesen, die den Schluss zulassen, dass die Wahl und
Anzahl verschiedener Rechenwege von der jeweiligen Thematisierung im
Unterricht abhéngen und dementsprechend beeinflussbar sind. Selbstver-
stiandlich ist nicht davon auszugehen, dass die Betonung flexiblen Rechnens
im Unterricht automatisch flexibles Rechnen aller Schiiler zur Folge hat.
Mathematikunterricht kann nur anregende Lernumgebungen zur Verfiigung
stellen — was die Schiiler sich davon aktiv erschliefen, kann bekanntlich
nicht determiniert werden.

Andererseits ist es aber notwendig, dass sich der Unterricht nicht auf ei-
ne Hauptstrategie beschrinkt, sondern mehrere zentrale Mdoglichkeiten be-
handelt, um so auch den Schiilern Rechnen auf verschiedenen Wegen anzu-
bieten, die von alleine nicht die Hauptstrategien entdecken wiirden. Anre-
gungen zu verschiedenen Rechenwegen konnen z. B. in gemeinsamen Re-
chenkonferenzen zusammengetragen werden. Wichtig ist aber, dass das fle-
xible Rechnen nicht nur leistungsstarken Schiilern iiberlassen bleibt und
unterschiedliche Rechenwege nicht nur gesammelt werden.

Alle Kinder sollten dazu angeregt werden, die Hauptstrategien an ver-
schiedenen Aufgaben auszuprobieren, um so selbst Erfahrungen zu sammeln
in Bezug auf universelle und spezielle Strategien, Fehleranfilligkeiten etc.
Auf dieser Grundlage ist es dann moglich, dass die Schiiler die Strategien
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anwenden, die sie am sinnvollsten finden oder die ihnen zusagen. Schluss-
endlich ist es eine Entscheidung des einzelnen Schiilers, nach welchen Krite-
rien er seine Rechenstrategie auswihlt. Aber um iiberhaupt aufgabenspezi-
fisch auswihlen zu konnen, sind Anregungen und ein wenig Ubung notig.

7 Weiterentwicklung des Diagnosebogens

Auch wenn oder sogar gerade weil die ausgewerteten Bearbeitungen einen
insgesamt wenig flexiblen Umgang mit den gestellten Aufgaben zeigen und
nicht wenigen Schiilerinnen und Schiilern das Nachdenken iiber verschiede-
ne Wege schwer fillt, bietet dieser Diagnosebogen wichtige Informationen
zur Flexibilitét der Kinder.

Eine leichte Verdnderung der Aufgabenstellung konnte eventuell dem
Einsatz von jeweils zwei dhnlichen Strategien vorbeugen: Statt ,,Schreibe
zwei verschiedene Rechenwege zu jeder Aufgabe auf!* ist vielleicht besser
zu formulieren ,,Schreibe zwei ziemlich unterschiedliche Rechenwege zu
jeder Aufgabe auf!*

AuBerdem erscheint uns eine Erweiterung der Aufgabenstellung sinn-
voll: Jeweils nach den Aufgaben a) und b) kdnnte eine Einschétzung gefor-
dert werden, welcher Rechenweg sich besser eignet. Dazu sollten die Kinder
dann jeweils den Satz vervollstidndigen ,,Ich finde meinen Rechenweg Nr.
__ Dbesser, welil ...“ Hierdurch wiirden die Kinder dann noch einmal an den
Sinn und Zweck verschiedener Rechenwege erinnert und motiviert, tiber die
Wabhl ihres Rechenweges etwas genauer nachzudenken.

Allerdings sind solche schriftlichen AuBerungen im Mathematikunter-
richt in besonderem Mal} von der jeweiligen Unterrichtskultur abhiingig. Sie
geben der Lehrerin nur dann tiefere Einblicke in die Denkweisen der Kinder,
wenn diese es gewohnt sind, sich schriftlich auszudriicken und ihre Uberle-
gungen zu formulieren.
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Strategienbildung an komplexen Situationen

Summary

In this paper several ways will be shown to solve a mathematical problem.
The task is to specify a n-gon which has half the area of a given trapezium.
Several suggestions for strategies are made and feed back is given reporting
which of the strategies are most popular among the pupils and which are
only seldom or never used at all. In this way it should become obvious in
which field of the further development of mathematics teaching it seems
meaningful to enforce the efforts.

Einleitung

Die deutschen Schiiler haben sich in den vergangenen Jahren beim interna-
tionalen Vergleich der Mathematikleistungen wirklich nicht mit Ruhm be-
kleckert. Ihr relativ schlechtes Abschneiden fiihrte zu vielen bildungspoliti-
schen Diskussionen iiber das Schulsystem, iiber Bildungspldne, Unter-
richtsinhalte und Unterrichtsformen. Was an Reformen euphorisch begonnen
wurde, fand meistens bald ein recht bescheidenes Ende. Denn Wunschrich-
tungen waren schon immer leicht zu formulieren. Wenn es aber dann darum
geht, sie zu konkretisieren, kommt man schnell an den Punkt, an dem die
Reformansitze im Sand verlaufen. Es fehlt an Beispielen, die iiberzeugend
vor Augen fiihren, wie sich der Mathematikunterricht zum Besseren hin
weiterentwickeln ldsst. Schlagworte wie nachhaltiges Unterrichten, kreatives
Uben, offener Unterricht bekommen ihr Gewicht nicht durch gebetsmiihlen-
haftes Postulieren, sondern durch nachweisbare Lehr- und Lernerfolge. Oft
ist es so — zumindest bei Lehramtsstudenten stindig zu beobachten — dass
klare Zielvorstellungen dariiber fehlen, wie sich der Lernstoff dem Schiiler
in einzelnen Unterrichtssituationen erschlieen soll. Die Chancen, nachhaltig
zu unterrichten, werden nicht ergriffen, weil sie gar nicht gesehen werden.
Natiirlich wird solche plakative Kritik den erfolgreichen Bemiihungen vieler
Lehrer nicht gerecht. Eine Herausforderung, Verbesserungen anzustre-
ben, soll sie aber sein. Das Verharren bei Aufgaben im unteren Niveaube-
reich und Einschleifen von Routinetechniken sichert auf Dauer den Erfolg
nicht. Die Lehrer miissen hoheren Anspruch kundtun und den Schiiler behut-
sam zu echter Vertiefung fiihren. Die Situationen werden zwangsliufig
komplexer. Der folgende Beitrag zeigt an einem breit ausgefidcherten Bei-
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spiel, wie sich Strategienschulung an komplexen Situationen vollziehen
kann.

Die Schiileraufgabe

Ein Bauer vererbt ein grofles Stiick Land von der Form eines Trapezes an
seine Tochter und seinen Sohn zu gleichen Teilen. Da die Tochter in die
Fremde ziehen und ihren Anteil verkaufen will, darf der Sohn die Abgren-
zung fiir seinen Anteil frei wihlen. Er behilt ein zusammenhingendes Stiick
Land.

Vorbemerkungen

Manchen Leser wird ein Unbehagen befallen, weil hier wieder einmal Ma-
thematik in eine gekiinstelte Umweltsituation verpackt wird. Ich bin sonst
auch ein Gegner solcher Aufgaben. Aber diesmal liegt der Fall anders. Es
wird sich zeigen, dass bei dieser Aufgabe der Umweltbezug gerade dann
Motivationshilfe sein wird, wenn der fachliche Anspruch gesteigert wird.

Es sei die Form des Trapezes fest vorgegeben. Nur mit ihr sollen sich die
Schiiler zunéchst befassen. Auf Variation der Form wird am Schluss des Ar-
tikels kurz eingegangen.

Die Aufgabe verlangt in Abkehr iiblicher Forderungen die Dokumentati-
on geometrischer Uberlegungen. Der Schiiler ist gewohnt, vorgegebene Ma-
Be in die gelernte Flicheninhaltsformel einzusetzen. Die Anwendung dieser
Routine ist ihm bei dieser Aufgabe verwehrt. Malle sind nicht explizit vor-
gegeben. Natiirlich kénnte der Schiiler die Figur abmessen, den Flichenin-
halt errechnen und in der Zeichnung geeignete Umrisse festlegen. Man wird
dies nicht verbieten, aber doch vorwiegend Losungen aufgrund geometri-
scher Uberlegungen wiinschen.

Als Grundroutine kann man voraussetzen, dass der Schiiler zu einem
Trapez ein flicheninhaltsgleiches Rechteck angeben kann. Es ist schon nicht
Allgemeingut, durch flexible Gedankenfiihrung zum Trapez andere flachen-
inhaltsgleiche Trapeze und Parallelogramme, sogar Dreiecke anzugeben.
Dieses Wissen ldsst sich erwerben durch Verwendung von Arbeitsmitteln,
bei denen flacheninhaltserhaltende Verdnderungen durch Verstellen von
Drehzeigern vorgenommen werden.
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\ /

Uber dieses Vorwissen verfiigten die von uns beobachteten Schiiler. Fiir
erste Losungsversuche ist es eine Hilfe, wenn das gegebene Trapez auf Git-
terpunktpapier gezeichnet ist. Ziel ist es aber, dass der Schiiler schlieBlich
moglichst viele Ideen ohne diese Hilfe entwickelt. Es ist nun interessant,
wie die Schiiler die gestellte Aufgabe angehen, wo Blockaden zu beobachten
sind und welche Losungsstrategien auch nicht ansatzweise vorgeschlagen
werden. Wenn man sich dariiber Klarheit verschafft, erhdlt man Hinweise,
welche Gedankenfiihrungen mehr geiibt werden miissten, worin also Forde-
rung bestehen sollte. Wenn der Mathematikunterricht nach so erkannten
Zielen ausgerichtet wird, darf man zu Recht von einer Weiterentwicklung
reden.

Strategie I
Das Trapez in eine Figur verwandeln, die man leicht
halbieren kann (Nr. 1-8)

Schiiler, die wissen, wie man ein Trapez in ein flicheninhaltsgleiches Recht-
eck oder Parallelogramm verwandelt, sehen diesen klaren Losungsweg. Die
Umweltsituation wirkt insofern belebend, als man nicht den Fehler machen
darf, als zu vererbende Fliache Land zu markieren, das dem Bauer gar nicht
gehort.

Die Schiiler brachten bei unseren Beobachtungen nicht die Fiille der un-
ten angegebenen Losungen Nr. 1-8. Sie sind es offenbar nicht gewohnt, eine
Idee konsequent durchzuvariieren. Schon hier muss man Impulse geben.
Sehr realistisch ist, dass man nach dem harmlosen Fall 1 den Fall 2 gemein-
sam erarbeitet, notfalls auch noch die Fille 3 und 4, dann aber in Eigen-
arbeit die Analogisierung auf die Fille 5-7 verlangt. Denn was man mit dem
rechten Drehzeiger gemacht hat, kann man mit dem linken auch machen. An
der Konsequenz, so etwas zu verlangen, durchaus mit einer gewissen Uner-
bittlichkeit, mangelt es heutzutage sehr.
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Abb. 6170
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Abb. 7983

Die Anforderungen werden gesteigert mit Losung Nr. 8, wobei sich an
die Strategie 1 eine Weiterfilhrung durch die Scherung anschlieft. Die
Schiiler sind es gewohnt, ein Parallelogramm in ein Rechteck, kaum jedoch
ein Rechteck in ein Parallelogramm zu verwandeln. Dabei miisste doch der
Vergleich von Nr. 3 und Nr. 6 zu dynamischer Sicht Anlass geben. Motiva-
tionsanreiz konnte sein: Keine der vier Ecken des alten Grundstiicks soll
dem verbleibenden Geldnde angehdren. Mit Nr. 8 soll angedeutet werden,
dass es viele Parallelogramme gibt. Entsprechend konnte die Idee der Sche-
rung angewandt werden auf die Dreiecke in Nr. 4 und Nr. 7. Es sind also in
der vielleicht als iiberlang empfundenen Liste von Losungen gar nicht alle
Ideen ausgestaltet. Dies regt dazu an weitere Losungsfiguren zu zeichnen.
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Strategie 11
Formelwissen einsetzen

Dominant ist bei vielen Schiilern das Formelwissen:
a+c

A(Trapez) = mh = - h.

Hieraus lassen sich mehrere Strategien ableiten.

Strategie I1a
Die Mittellinie beibehalten, die Hohe halbieren (Nr. 9; 1, 3, 6, 8)

Die meisten Schiiler finden diese Strategie. Zumindest sehen sie ein, dass
diese Gedankenfiihrung einfach ist. Die geometrische Realisierung fillt aber
fast allen sehr schwer. Wenn die Zielfigur ein Trapez mit derselben lokali-
sierten Mittellinie sein soll, muss man von der Mittellinie aus jeweils die
halbe Hohe halbieren, siehe Nr. 9.

Es muss aber gar nicht sein, dass die Mittellinie in ihrer Lokalisierung
beibehalten wird. Dies gibt Anlass, die Félle 1, 3, 6 und 8 unter diesem
Aspekt zu durchdenken. Das sind Anregungen zumindest fiir Nachbespre-
chungen. Der Schiiler muss zum Ausdruck bringen, dass Rechtecke und Par-
allelogramme Trapeze sind, bei denen die Grundseite gleich lang wie die
Mittellinie ist.

Strategie IIb
Die Mittellinie halbieren, die Hohe beibehalten (Nr. 10-19)

Die Losungen Nr. 10 und 11 entsprechen dem Grundniveau, das jeder
Schiiler beherrschen muss. Steigerung kommt mit der Variationsfahigkeit,
die mit dem Drehzeiger dokumentiert ist (Nr. 12 und 13), der sogar in spezi-
elle Lage gebracht werden kann (Nr. 14-17). Man wird sich damit nicht be-
gniigen, sondern fragen, ob die halbe Mittellinie linksbiindig oder rechtsbiin-
dig angesiedelt sein muss. Man kann an der Tafel oder am Tageslichtpro-
jektor einen Schiebebalken mit der Linge der halben Mittellinie verwenden
und ihn auf der Mittellinie an beliebiger Stelle lokalisieren. Wenn man
Gliick hat, was von der Form des Trapezes abhingt, erhélt man dabei auch
Rechtecke (Nr. 18). Volle Flexibilitit ist erreicht, wenn am Schiebebalken
noch Drehzeiger befestigt sind (Nr. 19). Innerhalb gewisser Grenzen lassen
die sich bewegen. Sie konnten sogar spezielle Figuren bilden, z.B. Dreiecke
oder Parallelogramme — wiederum ein Anreiz weitere Losungsfiguren zu
entwerfen.
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Strategie Ilc
Die Hohe beibehalten, die Grundseiten a und c halbieren (Nr. 20-24)

+
Der Schiiler kennt die formale Beziehung m = %. Anstatt m zu halbie-

ren, halbiert er jede der Grundseiten a und c. Dass dies eine andere Hand-
lung, jedoch mit derselben Wirkung ist, ist zunédchst bei den meisten Schii-
lern nicht volle Uberzeugung, eher etwas zum Staunen. Die Losungen Nr. 20
und 21 entsprechen dem Grundniveau. Kein Schiiler brachte von sich aus die

. . . a c ..
Idee, die Lokalisierung von 5 und 5 der Variation zu unterwerfen. Ob von

der Seitenmitte aus gemacht (Nr. 22), oder linksbiindig mit rechtsbiindig
kombiniert (Nr. 23), oder jeweils an beliebiger Stelle lokalisiert (Nr. 24):
Solche Flexibilitdt scheint den Schiilern fremd zu sein. Die Denkanstofie
miissen hier wohl vom Lehrer kommen.

Strategie I1d
Sowohl die Mittellinie als auch die Hohe veriandern (Nr. 25-26)

Wir erlebten bei den Schiilern die totale Blockade beim Auftrag, sowohl die
Mittellinie als auch die Hohe zu verdndern. Kompositionsfiahigkeit wurde al-
so verlangt. Jetzt ist nicht nur die Situation komplex, auch die Strategie
nimmt an Komplexitidt zu. Warum versagen unsere Schiiler an solchen Auf-
gaben? Warum sind selbst unsere Studenten in breiter Front ziemlich hilflos?
Offenbar sind ihnen solche Gedanken fremd, wurden nicht geiibt, wurden

1
nicht verlangt. Dabei miisste es doch zumutbar sein, 5 als 5 Z (Nr. 25)

2 6
oder als 5 g (Nr. 26) zu beschreiben und entsprechend passend in der

Zeichnung zu realisieren. Es passt gerade dieses Beispiel ideal zur Leitidee
Modellieren des neuen Bildungsplanes in Baden-Wiirttemberg. Wie schon

. . .. . a .
lasst sich dieser Sachverhalt mathematisieren: Zu einem Bruch Zhelﬁt der

. b . .
geeignete Partner 2— Dabei muss man nur wiederum aufpassen, dass man
a

der Sachsituation gerecht wird und nicht fremdes Land vererbt. Also muss
man dabei zwingend die Nebenbedingung a < b < 2a einhalten.
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Strategie I11
Das Trapez in Teilfiguren zerlegen, die Fliche jeder
Teilfigur halbieren

Hierzu gibt es so viele Moglichkeiten, dass es sinnvoll ist, weiter zu unter-
teilen.

Strategie I11a
Parallelogramm und Dreieck (Nr. 27-54)

Parallelogramm und Dreieck lassen sich auf vielféltige Weise halbieren. Die
Kombination beider Vorginge mag in den meisten Féllen simpel erscheinen,
sie ist jedoch ein sehr geeignetes Feld fiir integrierendes Uben. Zum Halbie-
ren niitzt man beim Parallelogramm die zentrische Symmetrie (Nr. 27-50),
beim Dreieck bietet sich der einfache Weg iiber Halbierung der Grundseite
oder der Hohe an.

Echte Vertiefung wird erreicht, wenn die zentrische Symmetrie des Par-
allelogramms grundsitzlich dokumentiert wird durch einen sich um seinen
Mittelpunkt drehenden Zeiger (Nr. 51 und 52). Jede Stellung ist erlaubt.

Wenn die Halbierung des Parallelogramms auf ein Dreieck fiihrt, wie in
Nr. 41, kann man dieses noch scheren und kommt zu Lésungen der Art von
Nr. 53, analog Nr. 54. Es ist reizvoll, Strategienschulung auch so zu betrei-
ben, dass dem Schiiler eine Zeichnung wie Nr. 53 zur Entscheidung vorge-
legt wird, ob Flichenhalbierung vorliegt oder nicht. Wenn ihm dies schwer
fallt, kann man ihm Nr. 41 als Hilfe anbieten.

Strategie I1Ib
Zwei Dreiecke (Nr. 55-64)

Der Schiiler zerlegt das Trapez durch eine Diagonale in zwei Dreiecke und
kann die Grundroutinen der Dreieckshalbierung zur Anwendung bringen
(Nr. 55-62). Er halbiert wohl die Grundseite oder die Hohe, auf hoherem Ni-
veau mit Flexibilitit in der Lokalisierung wie etwa in Nr. 57, wofiir ein
Schiebebalken wieder gute Dienste leistet. Die hochste Forderung und damit
auch Ziel kiinftiger Férderung wire wieder die Komposition, also Verénde-

35

rung sowohl der Hohe als auch der Grundseite, z.B. E = gg in Nr. 63.

Allein so eine vorgelegte Zeichnung zu interpretieren, erfordert ein hohes
MaB an Detektivarbeit. Hoffentlich sieht der Lehrer, dass diese Aufgabe eine
ganz andere Qualitit hat als die Routineaufgabe ,,Setze gegebene Grofien in
die Dreiecksformel ein*.
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Strategie I1lc
Drei Teilfiguren (Nr. 65-67)

Die Steigerung der Anzahl der Teilfiguren bringt nicht zwangsliufig eine
Steigerung der Schwierigkeiten. Wenn Teilfiguren gewihlt werden konnen,
deren Fldcheninhaltshalbierung leicht féllt wie in Nr. 65 (komplementir Nr.
66), sind wir wieder beim elementaren Uben. Wenn iiberhaupt die Schiiler
mehrere Losungsstrategien angeben, ist fast immer Nr. 65 bei den Losungen
zu finden. Bei ndherem Nachfragen entpuppt sich allerdings diese Losung
hiufig als Probierlésung mit liickenhafter Begriindung. Vom leicht halbier-
baren Teilrechteck bzw. der halben Hohe geht eine gewisse Verlockung aus.
Die Schiiler zeichnen diese Trennlinie im Rechteck ein und verbinden sie
mit den Eckpunkten. Um den Rest kiimmern sie sich nicht genau, d.h. kaum
ein Schiiler weist streng nach, dass die beiden Dreiecksfldchen auch halbiert
sind. Mangelndes Argumentationsbediirfnis!

Strategie IV
Die zentrische Streckung anwenden (Nr. 68-74)

Ganz neue Aspekte bringt die Verwendung der zentrischen Streckung beim
Gewinnen von Losungen. Dabei sind interessante Beobachtungen zu ma-
chen. Kein Schiiler hat von sich aus einen solchen Losungsweg vorgeschla-
gen. Man musste schon kodern mit dem Wunsch, das verbleibende Grund-
stiick soll wieder Trapezform haben, entweder nur so verbal gedufert oder
zeichnerisch als Grobziel vorgegeben oder indirekt genannt mit dem Wunsch
nach einer Figur mit parallelen Seiten zur Ausgangsfigur. Sodann meinen die
Schiiler, das Streckzentrum miisse an einer bestimmten Stelle liegen. Diesen
Platz gelte es zu finden. Kein Schiiler sagt mit einer gewissen Souverénitit,
dass jeder Punkt des Trapezinneren als Streckzentrum in Frage kommt. Mit
Nr. 73 ist dies eingefangen, nach Vorarbeit durch Nr. 68-72. Ein grof3es Pro-
blem stellt die Festlegung des Streckfaktors dar. Die meisten Schiiler brau-
chen hier Hilfe. Der Zusammenhang Léangenverhiltnis 1:k bewirkt Flachen-
inhaltsverhiltnis 1:k* miisste bei guter Behandlung der zentrischen Strek-
kung im Unterricht angefallen sein, scheint aber bei vielen Schiilern nicht
strategisch verfiigbar zu sein. Selbst manch einer der weif3, dass der Streck-

1
faktor 5 A2 betrdgt, kann dieses Wissen nicht geometrisch umsetzen. In Nr.

73 ist die Konstruktion ausgefiihrt. Vom beliebig gewéhlten Zentrum ist ein
Eckpunkt der Streckung unterworfen. Die Strecke, die verkiirzt werden soll,
ist als Quadratseite gedeutet. Die Bildstrecke muss die Linge der halben
Quadratdiagonalen haben. Jeder Schiiler lernt isoliert beim Quadrat etwas
iiber die Linge der Seite, der Diagonalen und der halben Diagonalen. Er
wird jedoch selten aufgefordert, dieses Wissen anzuwenden. Wenn nun diese
Konstruktion mit den Schiilern erarbeitet ist, meinen viele Schiiler, sie
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miissten sie viermal anwenden. Alternativ geniigt einmalige Anwendung.
Den Rest darf man durch Zeichnen von Parallelen erledigen — ein schones
Beispiel fiir strategisches Vorgehen.

Um die Motivation aufrecht zu erhalten, bedarf es immer wieder neuer
Impulse. Da konnen Zielvorgaben helfen, die mit der urspriinglichen Text-
formulierung der Aufgabe leicht zu verdeutlichen sind. Man kann die Seiten
des gegebenen Trapezes als Straen deuten und verlangen, dass das bei der
Erbschaft verbleibende Grundstiick an jeder Strae eine Einfahrt haben soll.
Von jeder Trapezseite muss also eine Teilstrecke erhalten bleiben. Das ver-
bleibende Gelidnde hat dann bestimmt nicht Vierecksform. Der Schiiler muss
sich in ungewohntes Terrain vortasten. In Problemsituationen hilft oft die
Strategie ,,Probieren und gezielt Korrigieren“. Wie in Nr. 74 ausgefiihrt ist,
kann man das gegebene Trapez iiber eine Diagonale in zwei Dreiecke zerle-
gen. Jedes dieser Dreiecke gilt es so zu halbieren, dass von jeder Trapezseite
eine Teilstrecke erhalten bleibt. Um Fufl zu fassen kann man zunichst die
Mitten der Trapezseiten wihlen. Die Verbindung dieser Punkte gibt ein im
Sinne der Aufgabe viel zu grofles Grundstiick. Die Fliche des abgetrennten
kleinen Dreiecks betrdgt nur ein Viertel der Dreiecksfliche. Die Aufgabe
wire gelost, wenn das abgetrennte Stiick die Hilfte der Dreiecksfldche aus-
machen wiirde. Dieses Ziel ist durch zentrische Streckung mit Faktor V2 zu
erreichen. Die Ausfiihrung bedient sich des Zusammenhangs zwischen
Grundseite und Diagonale im Quadrat. Beim anderen Teildreieck verfihrt
man entsprechend.

Strategie V
Die Mittellinie beibehalten, von ihr aus nach oben und unten
ein Dreieck abgrenzen (Nr. 75-81)

Eine dynamische Problemstellung fiihrte uns auf eine Serie von Losungen,
bei denen die Mittellinie des Trapezes eine besondere Rolle spielt. Wir ver-
banden die beiden rechts liegenden Ecken des Trapezes mit einem Punkt der
Mittellinie zu einem Dreieck und fragten, wie weit dieser Punkt auf der
Mittellinie nach links rutschen muss bis das Dreieck halb so groB} ist wie das
Trapez. Die Antwort ist in Nr. 75 wiedergegeben: Bis zum Schnitt mit der
linken Trapezseite. Die Mittellinie unterteilt dieses Dreieck selbst in zwei

h
Dreiecke, jedes hat den Flidcheninhalt m-z. Mit dieser Erkenntnis,

verbunden mit der Moglichkeit, diese beiden Dreiecke zu scheren, ero6ffnet
sich die phantastische Moglichkeit, das ganze Wissen iiber das Haus der
Vierecke zu wiederholen und strategisch zum Gewinnen von Losungen ein-
zusetzen. Es konnen als Losungsfiguren Vierecke entstehen, die keine
besonderen weiteren Eigenschaften aufweisen (belegt durch Nr. 76 und 77);
durch bewusst senkrecht aufeinander gestellte Diagonalen entstehen Drachen
(Nr. 78), durch bewusst erzeugte zentrische Symmetrie Parallelogramme
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(Nr. 79), darunter auch das Mittenviereck (Nr. 80). Durch Uberlagerung der
Ideen, die zu Parallelogramm und Drachen fiihren, entsteht eine Raute (Nr.
81). Man hat jedoch keine Chance, auf diese Weise ein Rechteck entstehen
zu lassen, wenn nicht der Thaleskreis iiber der Mittellinie die Strecken a und
¢ in zentrisch symmetrisch zum Mittelpunkt liegenden Punkten schneidet.
Allein diese Serie Nr. 75-81 ist eine Fundgrube fiir Strategienschulung und
Argumentationsschulung.

Variation an schon erhaltenen Losungen (Nr. 82-83)

Bei einigen der bislang erhaltenen Losungen konnte man noch das gewon-
nene Gebiet komplett innerhalb gewisser Grenzen verschieben oder drehen,
etwa bei Nr. 8, 32, 39, 57. Der Schiiler konnte jedoch nur durch Probieren
die Lage variieren. Es stehen keine strategischen Uberlegungen im Hinter-
grund. Diese Idee wird daher nicht weiter verfolgt. Eine nette Gedanken-
spielerei fiihrte uns jedoch auf noch weitere Mdoglichkeiten, bei denen Va-
riation echt eine Rolle spielt. Wir wollten eine Losung haben, bei der jede
der alten Trapezecken einbezogen ist. Als Aufgabenstellung fiir Schiiler
kann man das folgendermallen einkleiden: Man denke sich das alte Grund-
stiick eingezdunt. Jeder der vier Eckpfosten soll auch als Eckpfosten im ver-
bleibenden Grundstiick Verwendung finden. Eine echte Problemaufgabe!
Wenn man die bisher gewonnenen Losungen durchforstet, findet man, dass
die Erginzungsfliche zu Nr. 75 dieser Forderung geniigt. Sie hat aber den
Schonheitsfehler, dass die beiden Teildreiecke nur einen gemeinsamen Punkt
haben. Der Bauer konnte also mit seinem Traktor nicht vom einen Feld ins
andere fahren. Kann man die Figur so abéndern, dass ein zusammenhéngen-
des Stiick Land resultiert? Wieder zeigt es sich, dass die Verdeutlichung
durch die Sachsituation Motivationshilfe ist. Durch Scherung lésst sich die
gewiinschte Offnung dann leicht herstellen (Nr. 82, analog Nr. 83).

Weitere Vertiefung

Im Umfeld dieser Aufgabe kann weiteres Interesse an Mathematik geweckt
werden:

* Das Mittenviereck jedes Trapezes (allgemein jedes Vierecks) istein
Parallelogramm mit halb so groem Fl4cheninhalt.

e 7Zwel Vierecke, die in den vier Winkeln iibereinstimmen, sind nicht
zwangsldufig dhnlich (vgl. Nr. 9 und 68), selbst wenn sie gleichen Fli-
cheninhalt haben. Bei Dreiecken ist das anders. Wenn sie in den Winkeln
ibereinstimmen, sind sie dhnlich, und wenn sie dabei gleichen Flichen-
inhalt haben, sind sie kongruent.
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* Alle Losungsansitze wurden bezogen auf ein in seiner Form festvorgege-
benes Trapez. Man konnte durchforsten, welche Strategien nicht greifen,
wenn die Form wesentlich gedndert wird.

Beispielsweise kann man schon die Strategie des Beispiels Nr. 1 im Fall
des obenstehend gezeichneten Trapezes nicht anwenden. Man kann zwar
auch dieses Trapez in ein Rechteck verwandeln. Die Sachsituation 146t es
aber nicht zu, fremdes Land zu vererben.

* Sehr zu empfehlen fiir den Mathematikunterricht in den Klassen 9 und 10
ist der Variationsauftrag: Anstatt 50% werden p% des Grundstiicks an
den Sohn vererbt. ,,Stelle ein Modell her, bei dem jeder beliebig gewihlte
Fldchenanteil zwischen 0 und 100 Prozent realisiert werden kann.” Mit
dquidistanten Skalen ist dies zu bewerkstelligen.

\ 0 100

\ 100 O

Schon allein die Beantwortung der Frage, wo diese Skalen angebracht
werden konnen, warum in den hier vorgestellten Beispielen dieselbe
Wirkung erzielt wird, verlangt Einsicht und dementsprechend strategi-
sche Planung.

Man kann bei dieser Problemstellung auch ein Modell erfinden, das von der
zentrischen Streckung des gegebenen Trapezes Gebrauch macht, indem ein
Winkelhaken entlang einer Diagonalen verschoben wird. Die Skalierung
kann zu dquidistanten Punkten erfolgen. Zu der in Zehntelschritten geglie-
derten Diagonalen gehoren die Prozentsitze 1, 4, 9,..., 100.

/ 64 %"
49
36
16 25
9
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Wer hier beispielsweise einen Fliachenanteil von 43% einstellen will, hat et-
was Miihe beim Interpolieren. Also wird man gerne umstellen wollen auf ei-
ne Skala, bei der die Prozentsitze in Zehnerschritten laufen: 10, 20, ..., 100.
Jetzt muss man eine nichtiquidistante Punktreihe anlegen — ein anspruchs-
volles Ubungsfeld fiir die Behandlung der quadratischen Funktion gekoppelt
mit 6konomischem FEinsatz des Taschenrechners oder des Computers.

/ XXX(
;0
40

30
20
10

Zusammenfassung und Schlussbemerkungen

Die Flut der Beispiele zeigt, dass es viele strategische Ansidtze zum Losen
der gestellten Aufgabe gibt. Dynamisch einsetzbare Arbeitsmittel wie Schie-
bebalken und Drehzeiger tragen wesentlich zum Verstindnis bei. Der Lehrer
wird Strategienschulung in verschiedenen Ausprigungen betreiben: Der
Schiiler soll Strategien entwickeln, anwenden, iibertragen, auswihlen, ver-
werfen. Die Motivation wird aufrecht erhalten durch Variation in den
Auftrigen: Man kann bestimmte Zielfiguren verlangen, z.B. Drachen oder
Parallelogramm, man kann einengende Rahmenbedingungen vorgeben, z.B.
es sollen alle vier Ecken oder anteilig alle vier Seiten Verwendung finden,
und man kann sachorientierte Ziele setzen wie zum Beispiel Ermoglichung
von Ausfahrten oder Durchfahrten bei bestimmten Teilbereichen des ver-
bleibenden Gebiets.

Die Aufgabe erlaubt sowohl routinemiBiges als auch produktives Uben.
Die unterrichtliche Gestaltung kann mit einfacher Gedankenfiihrung begin-
nen, kann aber dann in sehr anspruchsvolle Vertiefung fiihren. Ein Unter-
richt, in welchem bei dieser Aufgabe nur ein paar wenige Losungen abgeru-
fen und unverbunden aneinandergereiht werden, verschenkt viel an mogli-
cher Forderung. Angesichts der erlebten Blockade bei gewiinschten Lo-
sungsansitzen (z.B. Nr. 25) oder der erlebten Hilflosigkeit bei der Bewilti-
gung echter Problemsituationen (z.B. Nr. 74) habe ich kein Verstindnis da-
fiir, dass in Reformansitzen gefordert wird, Schiiler sollen sich im Mathe-
matikunterricht ihre Ziele selbst definieren. Wir miissen aufpassen, dass der
Unterricht nicht anspruchslos wird und nach unten hin reformiert wird. Wir
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haben nicht erlebt, dass sich Schiiler, in Kleingruppen aufgeteilt, selbstindig
von sich aus hohe Ziele setzen. Der Lehrer muss sich seiner Verantwortung
bewusst sein und deutlich fiihren. Er muss Neugier wecken. Er muss den
Impuls dazu geben, Ideen zu variieren, zu iibertragen, zu iiberlagern, Gren-
zen auszuloten, Verdnderungen vorzunehmen bis ein gewiinschter Effekt
eintritt, Vergleiche anzustellen um vielleicht daraus neue Ideen zu gewinnen,
usw. Wir brauchen Lehrer, die iiber solche Fahigkeiten verfiigen, und wir
brauchen Hochschulen, bei denen die Vermittlung solcher Fahigkeiten im
Zentrum der Ausbildung steht! Die natiirlichen Ziele einer echten Reform
des Mathematikunterrichts miissten eigentlich erkannt sein, ohne dass wir
Delegationen von Bildungsexperten auf Erkundungsreise nach Finnland oder
Japan schicken.

Anmerkung

Mein Dank gilt Herrn Realschullehrer Peter Roth, Sinzig, fiir die Anferti-
gung der Computerzeichnungen.






Bernd Hafenbrak
Piddagogische Hochschule Weingarten

Auswirkungen des Taschenrechners
auf das Zahlgefiihl von Schiilerinnen und Schiilern

Summary

By using the calculator students get a rather digital imagination of numbers.
To support analogous imagination, you should lay stress on geometrical
presentations and mental arithmetic.

Die Misere des Kopfrechnens

Wer in den letzten Jahren vor einer Schulklasse gestanden hat oder aus der
hintersten Reihe das Geschehen verfolgen konnte, dem kann nicht entgangen
sein, dass die Fertigkeit des Kopfrechnens in den letzten Jahrzehnten drama-
tisch abgenommen hat. Der Grund fiir diese Misere ist offensichtlich: Auch
bei der leichtesten Aufgabe erfolgt bei den meisten Schiilern sofort der Griff
zum Taschenrechner, selbst wenn es gar nichts zu berechnen gibt. Beim
Erstellen meiner Steuererkldrung habe ich bei mir selbst mit Entsetzen beob-
achtet, dass ich den Taschenrechner auch bei Additionen zu Hilfe nahm, die
ich gut im Kopf hitte vornehmen kénnen. Auch ich hatte also eine gute
Ubungsméglichkeit in den Wind geschlagen. Bei Schiilern, die dhnlich be-
quem vorgehen, pflege ich ermahnende Bemerkungen von mir zu geben.
Vor einiger Zeit etwa, als die Wertetabelle von y = x* -1 bei niemandem
einen verniinftigen Graphen ergeben wollte. Ich liel noch mal nachrechnen
und sah mit Entsetzen, dass die Berechnungen 0 -1, 1> -1, (—1)2 -1 samt
und sonders mit dem Taschenrechner getitigt wurden, sehr oft auch noch mit
falschen Ergebnissen. Die Schwierigkeiten beim Erstellen der Wertetafel
waren so grof3, dass das Problem, wie die Parabel mit der Normalparabel
zusammenhingt, vollig in den Hintergrund trat.

An diesen Schiilern und an mir selbst konnte ich den Effekt beobachten,
der jedem Autofahrer wohlbekannt ist: Aus Bequemlichkeit verwendet man
das Auto auch dort, wo es eigentlich nicht nétig ist. Wenn man nicht auf-
passt, verlernt man so das Gehen. (Der Vergleich hinkt, immerhin gibt es
eine Menge Leute, die mit ihrem Auto in den Wald fahren, um sich dort
stundenlang dem Walking, Power Walking oder Nordic Walking hinzuge-
ben.)

In den Mitteilungen der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik vom
Dezember 2007 sind einige Zeitungsartikel aus der Braunschweiger Zeitung
zu diesem Thema abgedruckt. Mehrere Hochschulprofessoren klagen in
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diesen Beitrdgen iiber die mangelnden Rechenfertigkeiten der Studien-
anfinger.

Aber nicht nur Professoren der Natur- und Ingenieurswissenschaften,
auch die Ausbilder der kiinftigen Mathematiklehrer und -lehrerinnen er-
schrecken. Die Rechenschwiche ist inzwischen bei den Lehramts-
studierenden angekommen. Ich verkneife mir einige Anekdoten aus der Zwi-
schenpriifung. Trostlich ist nur, dass die Studierenden durchaus ihre Mingel
auf diesem Gebiet kennen, wie eine Befragung im Rahmen einer Dissertati-
on (Bescherer 2003) ergeben hat. Offensichtlich ist es aber schwierig, diesen
Mangel aus eigener Kraft zu beheben. In den Schulpraktika sehe ich viel zu
selten, dass die Studierenden ihre Schiiler zu Uberschligen anregen, und oft
habe ich den Verdacht, dass das aus einer Unsicherheit heraus geschieht. Ich
hoffe instindig, dass sich diese Unsicherheit in den kommenden Berufsjah-
ren gibt; dies ist aber keinesfalls selbstverstidndlich, und man kann durchaus
die Gefahr sehen, dass das Kopfrechnen aus dem Bewusstsein von Schiilern
und Lehrern entschwindet (the blind leads the blind).

Was ist so schlimm daran?

Ist dieses Gejammere iiber die Jugend nicht eine typische Alterserscheinung?
Was ist so schlimm daran, dass junge Leute andere, modernere Fertigkeiten
entwickeln und sich bei Handlungen, die heute nicht mehr so oft vorkom-
men, eher ungeschickt verhalten? Dieser Einwand muss wirklich bedacht
werden, teilweise stimmt er sicherlich. Nicht alles, was im Verschwinden
begriffen ist, konnen wir bewahren. Aber wir miissen schon genau hinschau-
en, welche unliebsamen Begleiterscheinungen auftreten konnen. Wieder
ziehe ich das obige Gleichnis heran: Durch die Erfindung des Automobils
miissen wir nicht mehr grofle Strecken zu Fuf} zuriicklegen, und das ist si-
cher angenehm; iiber die Begleiterscheinungen wie Feinstaub und Fettlei-
bigkeit miissen wir uns aber durchaus Gedanken machen.

Kopfrechnen ist in erster Linie wichtig, weil es einen unverzichtbaren
Beitrag zu den grundlegenden Vorstellungen des Zahlbegriffs leistet. Ein
Gefiihl fiir Zahlen ist uns nicht in die Wiege gelegt, die Evolution hatte noch
nicht genug Zeit, uns die entsprechenden Fahigkeiten zu verleihen. Wenn
wir trotzdem recht gut mit Zahlen umgehen konnen, so verdanken wir das
unserer Sprachbegabung und unserem Raumvorstellungsvermégen. Die Ge-
hirnforscher (Spitzer 2002) berichten uns, dass man beobachten kann, wie
bei Zahloperationen die entsprechenden Gehirnareale aktiviert werden und
miteinander korrespondieren. Dabei ist das Sprachzentrum mehr fiir digitale,
das Raumvorstellungszentrum mehr fiir analoge Operationen zustindig. Im
Zusammenwirken von digitalen und analogen Aspekten erwerben wir ein
Gefiihl fiir Zahlen, einen ,,Zahlensinn®. Unser Gehirn arbeitet nicht wie ein
Digitalcomputer, sondern wohl eher wie eine raffinierte Kombination von
Analog- und Digitalrechner (Dehaene 1999). Durch die Digitalisierung unse-
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rer Umgebung wurden die analogen Darstellungen von Zahlen und GroBen
immer mehr zuriickgedringt. Wecker, Waagen, Thermometer haben heute
sehr oft eine digitale Anzeige, wo friiher nur eine analoge moglich war. Das-
selbe Bild ergibt sich bei physikalischen Messinstrumenten. Und schlieBlich
wurde im Mathematikunterricht der Rechenstab durch den Taschenrechner
ersetzt. Deshalb ist die Gefahr heute noch grofer als friiher, dass unter einer
Zahl nur noch eine Abfolge von Ziffern verstanden wird, dass oft gar nicht
mehr versucht wird, ihr (in ihrem jeweiligen Zusammenhang) einen Sinn zu
geben.

Diese eingeschrinkte digitale Vorstellung ist fiir die Mathematik nicht
hinnehmbar. Eine Zahl ist mehr als die Folge ihrer Dezimalziffern. Not-
wendiger denn je ist die Fihigkeit, je nach Bedarf eine angemessene Uber-
schlagsrechnung machen zu konnen. Zahlen dienen nicht nur dazu, etwas
moglichst exakt auszudriicken, genauso wichtig ist es, dass man mit ihrer
Hilfe oft ungenaue, ungefahre Angaben machen kann.

Die Mathematik hat sich aus dem Umgang mit den Zahlen entwickelt, die
Zahlen bilden zusammen mit der Geometrie die Grundlage dieser Wissen-
schaft. Insofern ist eine moglichst breite Grundvorstellung der Zahlen und
ihrer Operationen dringend erwiinscht. Ohne Kopfrechnen, insbesondere
Uberschlagsrechnungen sind solche Grundvorstellungen nicht moglich. Die
Kompetenzen, die unsere Schiiler erwerben sollen, wie Problemlosen, Mo-
dellieren, Erkennen von funktionalen Abhéngigkeiten sind ohne ein sicheres
Bewegen im Zahlenraum, eine griindliche Vertrautheit, einen souverdnen
Umgang mit Zahlen nicht moglich. Diese Voraussetzungen sind nicht
selbstverstindlich, es dauert lange, bis sie zur Verfiigung stehen. Wenn dies
nicht der Fall ist, so baut man auf Sand.

Was tun?

Wenn wir die Misere konstatieren, was tun wir dann dagegen? Eine nahe
liegende Moglichkeit ist es, den Taschenrechner zu verbieten. An vielen
Hochschulen und Gymnasien sind Taschenrechner bei manchen Klausuren
erlaubt, bei anderen verboten. Dahinter steckt der Gedanke ,,Férdern durch
Fordern* und das ist sicher nicht ganz falsch. Aber allein genommen ist die-
se MaBnahme doch bedenklich, andere Motivationen zum Kopfrechnen
sollten schon noch unterstiitzend dazu kommen. Denn ein Schiiler, der nicht
kopfrechnen kann, wird vielleicht vor der entsprechenden Klassenarbeit
Angst haben; es ist aber eher unwahrscheinlich, dass er sich dann noch
schnell das Kopfrechnen selbst beibringt (das ist auch gar nicht so einfach,
fast so schwierig, wie sich selbst zu kitzeln). Bei Gesprichen mit Lehrern
der Sekundarstufe habe ich festgestellt, dass viele das Kopfrechnen fiir eine
Aufgabe der Grundschule halten und sich selbst weniger zusténdig fiihlen.
Wenn man in manche Schulbiicher der Sekundarstufe schaut, konnte man
auch diesen Eindruck gewinnen. Wihrend es sich in der Grundschule schon
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weitgehend durchgesetzt hat, dass Kinder flexibel und eigenstéindig rechnen
sollen (Rathgeb-Schnierer 2006), scheint man in der Sekundarstufe oft noch
stark an Formeln und zugehorigen Einsetz- und Umwandlungsiibungen zu
hingen. Bei Lehrern, die sich am Schulbuch orientieren, besteht die Gefahr,
dass das Kopfrechnen zu kurz kommt.

Es gibt durchaus Lehrer, die sich dieser Gefahr bewusst sind und sich
Ubungsformen zum Kopfrechnen iiberlegt haben. Bei der so beliebten Sta-
tionenarbeit konnen ja bei manchen Stationen Taschenrechner erlaubt, bei
anderen verboten sein. Alte Ubungsformen wie das ,,Vier-Ecken-Rechnen®
haben in abgelegenen Winkeln Oberschwabens bis heute iiberlebt. Und ich
kenne Lehrer, die fast jede Stunde zur Aufwirmung mit Kopfrechnen oder
Kopfgeometrie beginnen. Beim Thema Kreisfliche miissen der Durchmesser
eines Rohrs und die Querschnittsflache geschitzt werden, ein anderes Mal
muss die Wurzel aus 90 geschitzt werden, usw. Allerdings sind all dies Ein-
zelinitiativen, der Lehrer in der Parallelklasse handelt dasselbe Gebiet viel-
leicht ganz anders ab, da er sich mehr an der Abschlusspriifung orientiert.

Wenn man sich unter den Schulbiichern umsieht, so fillt in Bezug auf das
Kopfrechnen das Zahlenbuch aus Klett und Balmer Verlag (Affolter 2001)
besonders auf. Hier werden konkrete Kopfrecheniibungen angeboten. Dem
Lehrer wird im Lehrerhandbuch der Klasse 6 ans Herz gelegt: ,,Dem siche-
ren und automatisierten Rechnen wird im Zahlenbuch grof3e Bedeutung bei-
gemessen. Im Gegensatz zu den strukturierten Ubungen, die dem Einiiben
und Verstehen dienen, geht es beim Kopfrechnen darum, dass man die vor-
gegebenen Rechnungen in beliebiger Reihenfolge sicher und mit einer ge-
wissen Routine, d.h. ohne sich den Rechenweg iiberlegen zu miissen, 16sen
kann. Der Sinn des geldufigen Kopfrechnens liegt darin, dass man sich bei
komplexeren Sachaufgaben auf die wesentlichen Dinge der Aufgabe kon-
zentrieren kann. Zudem dient sicheres Kopfrechnen auch dem Abschétzen
von Losungen einer Aufgabe.*

Bei Zech (1995) findet man wertvolle Vorschlidge zur Entwicklung der
Grundvorstellungen von gemeinen Briichen und Dezimalbriichen. Insbe-
sondere die Dezimalbriiche werden oft zu selbstverstindlich genommen.
Zech befiirwortet viele Ablese- und FEintragungsaufgaben an verschie-
denartigen Dezimalskalen. Wer solche Ubungen in der Klasse ausprobiert,
wird schnell feststellen, wie notig sie sind. Daran anschlieBen kann man in
nahe liegender Weise Rechenaufgaben. Man addiert dann nicht Ziffernfol-
gen, sondern Punkte auf dem Zahlenstrahl und unterstiitzt damit die analoge
Vorstellung.

Wenn jetzt jemand fragt, woher die Zeit fiir all diese Ubungen kommen
soll, so ist die Antwort nahe liegend: Die schriftlichen Rechenverfahren
konnten als Steinbruch dienen. Sie werden in der Praxis tiberall durch den
Taschenrechner ersetzt, und ein Vernachlidssigen oder gar Weglassen wiirde
keinen allzu groBen Schaden anrichten. Ein durchdachtes Kombinieren von
Kopfrechnen, eigenstindigem halbschriftlichem Rechnen und dem Gebrauch
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des Taschenrechners konnte das Zahlgefiihl fordern und damit eine bessere
Basis fiir die gesamte Schulalgebra schaffen.
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Das Zahlenlotto 6 aus 49 —
Erste Erfahrungen mit Wahrscheinlichkeiten

Summary

The paper consists of three sections: 1%, preliminary notes of information to
the topic summarised from the school curricula of Baden-Wiirttemberg;
2" a systematical course with a draft of the topic ,statistics/probability’
with reference of a known school book; 3", suggestions of an ,exemplary
approach’ in connection with the proposals of Martin Wagenschein. With
suitable tasks for pupils suggestions are given to create possibilities for a
learning process on the basis of pupils’ experiences, and we fulfil with this
the hints of the curriculum, to contribute to a lively and motivating culture of

learning for the pupils’.

1 Vorbemerkungen

Nach nunmehr rund 20 Jahren (!) tauchen wieder Inhalte zur Wahrschein-
lichkeitsrechnung und Statistik im Bildungsplan fiir die Realschulen’ des
Landes Baden-Wiirttemberg auf, in abgeschwichter Form auch fiir die
Hauptschulen®. Schon fiir die Grundschule ist vorgesehen®, einfache Ele-
mente statistischen Denkens im Mathematikunterricht zu verankern. Die
Chance allerdings wird nicht wahrgenommen, vor der 10. Klasse der Real-
schule oder schon in der Grundschule’ den Schiilerinnen und Schiilern Er-
fahrungen mit Zufallsexperimenten zu ermoglichen.

Im derzeit giiltigen Bildungsplan fiir die Grundschule® aus dem Jahr 2004
findet man in Kapitel II Kompetenzen und Inhalte fiir Klasse 2 unter der
4. Leitidee: Muster und Strukturen u.a.:

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

e cinfache Sachsituationen in Tabellen und Schaubildern darstellen, lesen
und interpretieren.

Moglicherweise haben jedoch die Autoren des Bildungsplanes an dieser
Stelle noch nicht an Sachsituationen gedacht, welche statistisch interpretiert
und aufgearbeitet werden oder zu Begriffen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung hinfiihren konnten. Deutlicher wird dieser Bezug bei den Nennungen
unter der 6. Leitidee: Daten und Sachsituationen:



108 Albrecht Abele

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

e aus Beobachtungen, aus einfachen Experimenten oder aus einfachen
Texten Daten sammeln, erheben und darstellen;

e Daten aus [...] Darstellungen entnehmen und daraus Informationen und
Schliisse ziehen;

e bei[...] Textaufgaben aus dem Text mathematisch relevante Informatio-
nen entnehmen, diese in eine mathematische Struktur iibertragen, losen
und das Ergebnis iiberpriifen;

e in[...] Sachverhalten, die in Schaubildern oder Diagrammen dargestellt
sind, relevante Fragen erkennen.

Diese Lernziele sollen erreicht werden mit den Inhalten:

e Strichliste, Hdufigkeitstabelle;

e Skizzen, Pline, Schaubilder.

Fiir Klasse 4 finden sich unter der 5. Leitidee: Daten und Sachsituationen die
Inhalte:

e Schaubilder, Diagramme, Skizzen, Pldne;

e Projektprisentation.

Das deutet darauf hin, dass sich der Lernfortschritt bis zum Ende des 4.
Schuljahres nicht im Bereich der Erfahrungen zur Statistik ausmachen ldsst
sondern in den ,traditionellen Bereichen* des Sachrechnens. Allerdings fin-
det man hierzu unter den aufgezédhlten Lernzielen im Vergleich mit Klasse 2
lediglich zwei deutliche Erweiterungen:

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen
e cigene Losungswege erkldren und vorstellen,

e cin selbst erfundenes Mathematikspiel prisentieren.

Im Ubrigen sind die geforderten Lernzuwichse durch interpretationsfihige
Adjektive vorgegeben, wie in der Ubersicht angegeben.

Formulierung 2. Klasse Formulierung 4. Klasse

aus einfachen Texten Daten sammeln aus Texten Daten sammeln

Daten aus vereinfachten Darstellungen | Daten aus unterschiedlichen Darstel-

entnehmen lungen entnehmen
bei der Bearbeitung von einfachen bei der Bearbeitung von Textaufgaben
Textaufgaben

in einfachen Sachsituationen und Sach- | Sachsituationen und Sachverhalte, die
verhalten, die in Schaubildern oder in Bildern, Tabellen und Diagrammen
Diagrammen dargestellt sind, relevante | dargestellt sind, interpretieren und
Fragen erkennen mathematisieren
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Die Weiterfithrung dieser Erfahrungen in der Realschule werden fiir Klasse
6 in Abschnitt Il Kompetenzen und Inhalte unter der 4. Leitidee: Daten so
beschrieben:

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

e gdngige Darstellungen in Verdffentlichungen lesen und Informationen
entnehmen;

e Tabellen lesen und auswerten;

e Erhebungen zu einer Fragestellung aus der eigenen Erfahrungswelt
machen;

e Daten sammeln und in Tabellen erfassen.

Als zugehérige Inhalte werden genannt:

o [Listen;

e Haiufigkeitstabellen;

e Mittelwert.

Auch die folgenden Lernziele aus der 6. Leitidee: Modellieren lassen sich
auf dem Hintergrund statistischer Methoden interpretieren:
Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

o Fragestellungen die passende Mathematik zuordnen;

e Situationen angemessen modellieren, [...];

e mathematischen Modellen passende Situationen zuordnen;
®  mathematikhaltige Texte sinnentnehmend lesen;

e Probleme in ihrer Komplexitdt erfassen und sie durch die Wahl geeig-
neter Modelle beschreiben und bearbeiten;

e die verwendeten mathematischen Modelle reflektieren.

Neben den iiblichen Inhalten aus Algebra und Schlussrechnung werden hier-
zu genannt:

e Kreis-, Sdulen-, Balkendiagramm;
o  Tabellenkalkulation.

Das unter der /. Leitidee fiir das 6. Schuljahr angegebene Lernziel, unter-
schiedliche Losungswege anzugeben, zu verbalisieren und hinterfragen, ist
in seiner Formulierung so allgemein, dass es auf jedem Inhaltsfeld der Ma-
thematik, also auch bei Lerninhalten der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik, beachtet werden sollte.

Fiir Klasse 8 werden in dem Kapitel Kompetenzen und Inhalte mit den
beiden Leitideen: Daten und Modellieren die Erfahrungen der Schiiler im
Umgang mit Tabellen, grafischen Darstellungen und mathematischen Mo-
dellierungen bei deren Erstellung und Interpretation weiter gefiihrt, ohne
jedoch zusitzliche Inhalte zu benennen.
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Erst fiir Klasse 10 weist schon die Anderung des Titels der 5. Leitidee:
Daten und Zufall auf die Aufnahme neuer Lerninhalte hin, die der Stochastik
zuzurechnen sind. Bei den Lernzielen erscheinen neben den erneut formu-
lierten Zielen zum Umgang mit Daten und deren Verarbeitung zwei Formu-
lierungen, die auf Inhalte der Wahrscheinlichkeitsrechnung hinweisen.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

e Daten systematisch sammeln und iibersichtlich darstellen;

e Daten erfassen, entnehmen, transferieren;

e verschiedene mathematische Darstellungen verwenden,

e Daten interpretieren;

e Aussagen, die auf Datenanalysen basieren, reflektieren und bewerten;
o  Wahrscheinlichkeitsaussagen verstehen;

o  Wahrscheinlichkeiten bestimmen — zweistufige Zufallsversuche;

e Jlogisch schlieffen und begriinden.

Die genannten Inhalte sind:

e Hiufigkeitstabellen (s.o. Klasse 6);
e Diagramme (s.o. Klasse 6, 8);

®  Baumdiagramme (neu);

e Pfad- und Summenregel (neu).

Eine Grundidee des vorliegenden Bildungsplanes ist es, Bildungsstandards
zu definieren, die im Zweijahresabstand der Schuljahre erreicht werden sol-
len, also nach dem 2., 4., 6., 8., 10. Schuljahr, ohne jedoch die gesamten
Inhalte systematisch zu ordnen oder im Einzelnen vorzuschreiben. Prinzipi-
ell haben also die Lehrenden als einzelne Personen oder als Gruppe, z.B. fiir
eine Klassenstufe, die Verantwortung fiir die Verteilung der Inhalte auf die
Unterrichtseinheiten des Schuljahres.

Zuerst sollte jedoch geklart sein, welche Zielrichtung die einzelnen Un-
terrichtseinheiten verfolgen sollen. Betont man in der Leitidee Daten und
Zufall nicht die Inhalte der beschreibenden Statistik sondern die der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung — wie dies der vorliegende Bildungsplan fiir Klasse
10 tut —, stot man auf die beiden Hauptfragestellungen:

a) Wie kann man aus bekannten Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen die
Wabhrscheinlichkeit anderer Ereignisse berechnen, die von jenen abgelei-
tet sind?

b) Wie kann man fiir Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeit unbekannt ist,
diese bestimmen?

Wollte man den Themenbereich der beschreibenden Statistik weiter bear-
beiten, wird man auf die beiden folgenden Hauptfragen gefiihrt:
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¢) Welche Mafzahlen kann man verwenden, um Gesamtheiten miteinander
zu vergleichen (z.B. Mittelwert, Zentralwert, Standardabweichung)?

d) Welche Schliisse kann man aus einer in ihren Eigenschaften bekannten
Stichprobe fiir die unbekannte Gesamtheit ziehen, aus welcher die Stich-
probe entnommen wurde? Oder:

Welche Bedingungen muss eine Stichprobe erfiillen, damit aus ihren
Eigenschaften auf die Eigenschaften der Gesamtheit geschlossen werden
kann?

Der vorliegende Beitrag beschrinkt sich auf Anregungen zur Bearbeitung
von Themen aus der Wabhrscheinlichkeitsrechnung in der Realschule.
SchwerpunktméBig folgt der Aufbau der Unterrichtseinheit einer Serie von
schiilernahen Aufgaben, die mit gewissen Abstrichen auch in der Haupt-
schule bearbeitet werden konnen. Interessenten fiir Inhalte aus der beschrei-
benden Statistik finden Hinweise und Anregungen z.B. in Abele 1977 a.

Um die im Bildungsplan verlangten Bildungsstandards der Wahrschein-
lichkeitsrechnung/Statistik zu erreichen, lassen sich je nach didaktischer
Grundposition zwei prinzipiell verschiedene Zugangswege erschliefen, wie
dies bei anderen Inhaltsbereichen auch der Fall ist:

1. Der systematische Lehrgang (,,vom Leichten zum Schweren®).
2. Das exemplarische Vorgehen (im Sinne von Martin Wagenschein).

Zunichst wird in Kurzform ein systematischer Lehrgang vorgestellt, wie er
tiblicherweise in Lehrbiichern fiir die Realschule abgehandelt wird (z.B.
in Bentzinger/Hofsd3 1993). Der dann folgende Abschnitt entfaltet einen
Vorschlag zu motivierendem exemplarischen Vorgehen.

2 Systematischer Lehrgang
Der skizzierte Lehrgang folgt diesen Schritten:

Grundbegriffe
1. Erste Erfahrungen durch eigene Experimente der Schiilerinnen und
Schiiler (Wiirfel, Gliicksrad, Gefdf3 mit verschiedenen Kugeln).
Begriffe: mogliches Ereignis, Gewinn-Ereignis, giinstiges Ereignis.
2. Abschitzen und Berechnen der ,,Gewinn-Chance*.
Begriff: Wahrscheinlichkeit w liber der Gesamtheit aller Ereignisse,

Wahrscheinlichkeit = M
moglicheFille
wef

m
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wobei g fiir die giinstigen Fille, m fiir alle moglichen Fille steht.
3. Durchfiihrung vieler Versuche.
Begriff: relative Hdaufigkeit.
4. Zusammenhang von ,,Wahrscheinlichkeit* und ,,relativer Haufigkeit*.

Zweistufige Versuche
5. Zwei Gliicksridder nacheinander bedienen, aus einem Gefafl mit Kugeln
2 mal ziehen mit und ohne Zuriicklegen der gezogenen Kugeln.
6. Baum fiir Haufigkeiten, Baum fiir Wahrscheinlichkeiten.

Produktregel fiir Wahrscheinlichkeiten von 2 voneinander unabhiingigen
Ereignissen.

(Erfahrungen zur Summenregel werden nicht angeboten.)

Kombinatorisches Anordnen

7. Permutationen von endlich vielen Objekten.

Das Lottoproblem

8. Gesamtheit aller Moglichkeiten, beim Zahlenlotto 6 Kugeln aus 49 Ku-
geln zu ziehen.

9. Anzahl der ungeordneten Sechsertipps.
10. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, mit unterschiedlichen Einsitzen
beim Lotto ,,6 aus 49 mit 6 Richtigen zu gewinnen?

11. Abstiitzen des Verstidndnisses durch Vereinfachung des Problems (Va-
riation der Daten).

3 Vorschlige zum exemplarischen Vorgehen

Didaktische Intention

Exemplarisches Vorgehen erfordert Aktivitdt der Schiiler an einschlidgigen
Beispielen. Da es in der Realschule nicht Ziel sein kann, eine formelmifige
Erfassung der erarbeiteten Zusammenhinge anzustreben, miissen die Lerner-
fahrungen der Schiiler, iberpriift durch vielfiltige Variation, in geeigneten
Darstellungen einpriagsam fixiert werden. Es sind also drei methodische
Schwerpunkte, die durch die Leitbegriffe Motivation, Variation, Darstellung
bestimmt sind, besonders zu bedenken.

Motivation

Die Anordnung der Aufgaben nach zunehmender Schwierigkeit von Anfang
an kann hiufig eine sachbezogene Motivation der Schiiler behindern, da die
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Losung einfacher ,,Probleme* — oft eher trivial — keine auf schwierigere Pro-
bleme iibertragbare Strategie liefert. Im Gegensatz dazu kann eine schwieri-
ge Fragestellung auf Schiiler eine starke Faszination ausiiben, Beispiel hier:

Wie grof3 ist die Chance, im Lotto mit 6 Richtigen zu gewinnen?

Die Frage reizt zur Auseinandersetzung, kann aber aufgrund der komplexen
Struktur von den Schiilerinnen und Schiilern nicht im ersten Anlauf beant-
wortet werden. Erst die Suche nach Nachbaraufgaben, nach verwandten
Problemen, die eine einfachere Struktur aufweisen, die man vielleicht auch
im Klassenverband durchspielen kann, fiihrt zu fruchtbaren Denkanstdfen
und zielgerichtetem Nachdenken und Probieren der Schiiler.

Variation

Die geeignete Variation der Problemstellung durch Verénderung der vor-
kommenden Zahlen, also durch Verinderung der Situation in eine einfache-
re, aber gleichwertige, ,,isomorphe® Struktur, die dem Schiilerexperiment
leichter zugénglich ist, ist es, die den Lernenden einen angemessenen Zu-
gang zum vorliegenden Problem und damit zu moglichen Losungswegen
erdffnet. Produktive Arbeitsmoglichkeiten werden geschaffen, die den Prin-
zipien der Selbsttétigkeit und Differenzierung weitgehend Rechnung tragen.
Die in diesem Zusammenhang auftauchenden (Grund-)Aufgaben aus dem
Gebiet der Kombinatorik werden nicht als abgesondertes Kapitel bearbeitet,
sondern aus der vorliegenden Problemstellung gewonnen und an einprigsa-
men Beispielen in ihrem gegenseitigen Zusammenhang gesehen.

Darstellung

Situationsskizzen, Tabellen und vor allem Baum- und Pfaddiagramme sind
wesentliche Hilfen fiir die Gedankenfiihrung bei der Problemanalyse und bei
der numerischen Bewiltigung der Aufgaben. Umstéindlichere Berechnungen
sollten mit Hilfe von Taschenrechnern ausgefiihrt werden. Formale Beziige
und Bezeichnungen aus der Fachterminologie treten gegeniiber inhaltlichen
Uberlegungen, die gegebenenfalls vorstellungsmiiBig ans Experiment ge-
bunden sind, zuriick. Es wird z.B. empfohlen, auf die Bezeichnungen aus der
Kombinatorik vollig zu verzichten und auch bei der sprachlichen Fassung
der Begriffe sich auf Modellvorstellungen aus den Experimenten (z.B. ,.Zie-
hen von Kugeln aus einem Behilter) zu stiitzen.

Diesem Dreischritt folgend wird nun zuerst das ,,Lottoproblem* als moti-
vierender Ausloser angeboten. Dann werden zur Variation verschiedene
Beispiele vorgestellt, um abschlieBend mit weiteren Beispielen die Anwen-
dung der iiblichen Darstellungsformen (Baum- und Pfaddiagramm) vorzu-
schlagen und damit zu den einfachen Regeln der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung (Produktregel, Summenregel) hinzufiihren.
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Das Lottoproblem (Motivation)

Beim Zahlenlotto ,,6 aus 49 gewinnt man

bekanntlich im ersten Rang, wenn man die 6

1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13 14

ausgelosten Zahlen alle richtig erraten hat. 15 16 17 18 19 20 21
Gibt man einen einzigen Tipp ab, z.B. 22 23 24 25 26 27 28

9119120122139 146 |, hat man eine 22 30 31 %

36 37 38 39 40 41 42

Gewinnchance von ,,1 zu allen méglichen 43 44 45 46 47 48 49
Sechsertipps®. Wie viele sind das?

Um dies zu erfahren spielen wir ein einfacheres Lotto: ,,2 aus 5.

Hilfsprobleme (Variation)

Lotto ,2 aus 5
Wer die 2 ausgelosten Zahlen richtig 1 2
voraussagt, hat gewonnen. Wie viele 3 4

Zweiertipps gibt es hier? 5

Verschiedene Losungsstrategien bieten sich an:
a) Abzihlverfahren

b

~

Man bildet mit Zahlenkértchen alle moglichen Zweiertipps:
(L1021 T [2I3] FLLI4] TILIES]

[2](1] 1 (21031 1 [2][4] I [2][5]

[(BI[LT 131021 | (311411 [31[5]

[4101T 1 [4102] [ [4103] | [4]1[5]

[SICLTTISI2T VISI3] T I5114]

Es sind 5 Zeilen mit je 4 Zweiertipps; das sind 20 geordnete Paare. Beim
Zahlenlotto werden die ausgelosten Zahlen nach ihrer Grofe sortiert, so
dass die Reihenfolge der Ziehung keine Rolle mehr spielt. Damit kommt
jeder Zweiertipp 2 mal vor (z.B. der Gewinntipp als [2][3] und [3][2]),
und die Gesamtheit aller Zweiertipps besteht aus 10 ungeordneten Paa-
ren. Die Gewinnchance ist 1 : 10 oder als Bruch 1/10.

Rollenspiel

5 Schiiler — 2 Stiihle: Je 2 der 5 Schiiler besetzen die 2 Stiihle. Wie viele
Moglichkeiten gibt es fiir die Kinder, auf den Stiihlen Platz zu nehmen?
Werden die beiden Stiihle nacheinander besetzt, gibt es beim 1. Stuhl
5 Moglichkeiten, beim 2. Stuhl jedes Mal noch 4 Méglichkeiten der Be-
legung, also insgesamt 5-4 Moglichkeiten. Dabei nehmen abhingig von
der Reihenfolge alle Kinder nacheinander auf beiden Stiihlen Platz (ge-
ordnete Paare, s.0. bei (a)).
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¢) Grafische Reprisentation

Man verbindet je 2 Zahlen im obigen Zahlenfeld (1, 2, 3, 4, 5) und zihlt
alle Verbindungslinien: Von 1 aus sind es 4, von 2 aus 3, von 3 aus 2,
von 4 aus 1, damit sind es 4+3+2+1 = 10 Verbindungslinien. Jede Ver-
bindungslinie représentiert ein Zahlenpaar. Man erhilt so direkt ,,unge-
ordnete Paare*, denn die Zeichenrichtung des Stiftes von 1 nach 2 oder
von 2 nach 1 bleibt auf3er acht.

d) Mit der Losung c) kann man auch unter Verwendung der sonst iiblichen
Terminologie die Vorstellung verbinden, alle Teilmengen mit 2 Elemen-
ten zu bilden.

Kommentar

Mit dieser Aufgabe machen die Schiilerinnen und Schiiler erste Erfahrungen
mit dem Anordnungsproblem der Kombinatorik. Die Aufgabe kann auBer
den oben genannten Vorschlidgen in vielfiltiger Weise modifiziert werden:

e hinsichtlich des Kontextes (,, Einkleidung “);

e hinsichtlich der vorliegenden Zahlen.

Beispiele fiir Kontextverdnderungen:
e Zweifarbige Streifenmuster fiir Fahnen aus 5 Farben auswahlen.

e Zweistellige Zahlen aus den Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 ohne Ziffernwiederho-
lung bilden.

e Lose oder Kugeln ziehen: In einem Behilter sind 5 Kugeln mit verschie-
denen Nummern (z.B. 1, 2, 3, 4, 5). Nacheinander werden 2 Kugeln ge-
zogen; die gezogene Kugel wird nicht zuriickgelegt oder sie wird zu-
riickgelegt und kann dann noch einmal gezogen werden.

Beispiele fiir Verdnderung der Zahlen:
e Beim Lotto ,,2 aus 5 kann jede der beiden Zahlen verdndert werden.

e Zweistellige Zahlen aus allen Ziffern ohne 0, ohne Ziffernwiederholung
bilden.

e Dreistellige Zahlen aus allen Ziffern ohne 0, ohne Ziffernwiederholung
bilden.

¢ Allgemeine Formulierung: Man zieht k Kugeln aus einem Behélter mit n
Kugeln ohne Zuriicklegen (oder mit Zuriicklegen) der gezogenen Kugeln
(k <n).

Diese Aufgabe liefert auch eine zwanglose Erstbegegnung mit standardi-
sierten Formulierungen wie ,.Ziehen ohne Zuriicklegen* der gezogenen Ku-
gel, ,.Ziehen mit Zuriicklegen* oder Notation der Ergebnisse ,,unter Beriick-
sichtigung der Reihenfolge“ bzw. ,.der Anordnung“ oder ,,ohne‘ deren Be-
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riicksichtigung. Auf eine systematische Behandlung aller moglichen Fallun-
terscheidungen dieser Aufgabentypen kann jedoch verzichtet werden.

In einer Unterrichtssequenz zu diesem Thema konnen sich nach dem
Lotto ,,2 aus 5* folgende Aufgaben anschlieen, um die intendierten Verall-
gemeinerungsprozesse auszulosen:

Lotto ,,2 aus 6

Auf der Suche nach allen Zweiertipps kommen wieder die schon beim Lotto
»2 aus 5° verwendeten Losungsverfahren zum Einsatz. Auflerdem ist es
zweckmifig, hier — d.h. noch bei Aufgaben mit kleinen Zahlen — die Ver-
wendung des Entscheidungsbaumes als niitzliche Hilfe fiir die Gedankenfiih-
rung anzubahnen.

Baumdarstellung
Ziehung der Ziehung der 1.2 1.3
ersten Zahl zweiten Zahl ’ ’
—
4 -
1,5
1 Eé E I 1,6

2

3 é

T

6 A
Bei der Baumdarstellung entsteht ein Entscheidungsbaum mit 6-:5 Zweigen-

den, welche die geordneten Zweiertipps repridsentieren. Die Anzahl der
Zweiertipps ohne Beriicksichtigung der Anordnung ist halb so grof3.

6,1

6,5

Lotto ,,3 aus 6

Der Entscheidungsbaum liefert 6-:5-4 = 120 Zweigenden fiir 120 geordnete
Dreiertipps. Zusitzlich ist nun aber zu ermitteln, wie viele Moglichkeiten es
fiir die 3 Gewinnzahlen (z.B. 1, 4, 6) gibt, sich auf 3 Positionen zu verteilen.

Auch diesmal liefert ein Baumdiagramm eine gute Ubersicht fiir das Er-
gebnis: Es sind 3-2-1 = 6 Moglichkeiten.
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1. Position:

3 Besetzungsméglioh— n- m m

keiten

2. Position:

je 2 Besetzungsmog- [ila] J[alel | [ala] 1416l J[elt] |[el4] 1
lichkeiten

3. Position:

je 1 Besetzungsmog-
lichkeit [1]416] [11614] [4]1]6] [4]6]1][6]114] [6]4]1]

Eine vereinfachte Darstellung unter Verzicht auf die Notation 1. Position 3
der Ergebnisse und mit Betonung der Vielfachheit der Beset-

zungsméglichkeiten liefert die Pfaddarstellung 2. Position 2

3. Position 1

Der Gewinntipp mit den nach ihrer GroBe aufgelisteten Zahlen 1, 4, 6 ist
also in der Vielfachheit 3-2-1, d.h. 6fach vorhanden. Die Anzahl aller mogli-
chen ungeordneten Dreiertipps erhilt man also als Bruch

6-5-4

3-2-1
Schreibt man diesen Bruch in dieser ausfiihrlichen Darstellung — und nicht
120:6, was nahe liegend gewesen wire, — ist eine Verallgemeinerung leichter
zuginglich.

Lotto ,,k aus n“ (k <n)

Weitere dhnliche Aufgaben folgen mit dem Ziel einer ,,Verallgemeinerung®,
d.h. Erkennung der Regel; spezielle Zahlen wihlen, ohne Verwendung der
Variablen k, n!

Es ist giinstig, bei einer Fortsetzung der Aufgabenserien (2 aus 6, 3 aus 6,
4aus 6,5aus6/2aus 8, 3 aus 8,4 aus 8, 5 aus 8§, ... / usw.) zuerst k wach-
sen zu lassen, bis n erreicht ist, dann n zu vergrofern und bei der neuen Auf-
gabenserie analog zu verfahren. Verfolgt man die in jeder Serie enthaltenen
GesetzmiBigkeiten, stoft man auf das Pascalsche Dreieck mit weiteren Ent-
deckungsmoglichkeiten. Dieser Seitenweg bringt eine Vertiefung, die nicht
direkt zur Wahrscheinlichkeitsrechnung hinfiihrt.
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Lotto ,,6 aus 49

Nach den vorbereitenden Aufgaben ist zu erkennen, dass es bei der Ziehung
der ersten Zahl 49 Moglichkeiten gibt, bei der zweiten Zahl 48, usw., bei der
sechsten Zahl sind es noch 44 Maoglichkeiten. Unter Beriicksichtigung der
Anordnung gibt es daher

49-48-47-46-45-44 = 10 068 347 520
Moglichkeiten fiir einen Sechsertipp. Da beim Lottospiel die Reihenfolge
der gezogenen Zahlen und damit deren Anordnung keine Rolle spielt, ist die
erhaltene Zahl durch die Anzahl der Anordnungsmoglichkeiten zu dividie-
ren, die es fiir 6 Zahlen (einen Sechsertipp) gibt. Das sind 6-5-4-3-2-1 Mog-
lichkeiten. Fiir den Lottotipp 6 aus 49 gibt es daher

49-48-47-46-45-44

6-5-4-3-2-1

=13983816

Moglichkeiten. Und die Chance, die richtige Zahlenkombination zu erraten,
ist recht ,,unwahrscheinlich“, namlich 1:13 983 816.

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten (Darstellung)

Um die Begriffe ,,wahrscheinlich®, ,;sehr wahrscheinlich®, ,,wenig wahr-
scheinlich®, ,,unwahrscheinlich®, ,,nicht wahrscheinlich®“ o.4., die in ihrer
umgangssprachlichen Verwendung bekannt sind, zu prizisieren, werden
zuerst Erfahrungen vermittelt mit einfachen Zufallsexperimenten wie ,,Lose
ziehen®, , mit einem‘ oder ,mit zwei Wiirfeln werfen*, ,Miinzenwurf®,
,Gliicksrad drehen®. Die eingefiihrten Darstellungen unterstiitzen das Ver-
standnis und helfen beim Aufbau des gewiinschten Regelbewusstseins.

Grundbegriffe

a) Du ziehst aus einem Gefafl mit den Kugeln 1, 2, 3, 4, 5, 6 eine Kugel.
Wie groB ist die Chance, 6 zu ziehen?

b) Du wirfst einen normalen Spielwiirfel. Wie grof} ist die Chance, 6 zu
werfen?

In beiden Fillen ist die Gewinnchance 1:6, als Bruch geschrieben: 1/6 .

Verallgemeinerung (nach weiteren Versuchen): Die Gewinnchance nennt
man die ,,Wahrscheinlichkeit* des Ereignisses ,,6 ziehen. In diesen Fillen
ist einer von 6 Fillen ,,glinstig®. Es handelt sich um den Bruch der ,,giinsti-
gen Fille* durch ,,alle moglichen Fille*, kurz:

Wahrscheinlichkeit = glinstigeFalle
moglicheFiille
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Kommentar

Da Lernende dazu neigen, die Gewinnchance als Verhiltnis aus Gewinn-
moglichkeiten gegen Nieten anzugeben, z.B. als ,fifty — fifty®, ist es bei
diesen einfachen Beispielen wichtig, von Anfang an die Gesamtheit aller
Moglichkeiten als BezugsgroBe einzufiihren, wie dies bei der Prozentrech-
nung der Fall ist. Dann bietet sich jedoch ein Gefidf3 mit 10 Kugeln an. Zieht
man eine bestimmte Kugel, hat man die Gewinnchance 1 : 10, das ist 10%
oder ein Zehntel.

Es ist unmoglich, mit einem Wiirfel bei einmaligem Werfen 10 zu erhal-
ten. Es ist ein unmaogliches Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit 0; denn die
Zahl der giinstigen Ereignisse ist 0 bei 6 moglichen Ereignissen.

Dagegen ist es ganz sicher, mit einem Wurf eines Wiirfels eine Zahl zwi-
schen 0 und 7 zu werfen. Es ist dies ein sicheres Ereignis mit der Wahr-
scheinlichkeit 1; denn es gibt 6 giinstige Félle und 6 mogliche Ausfille.

Aufgabenserie

Weitere Aufgaben sichern diese Begriffsbildungen ab.

Aufgabe 1

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, bei einmaligem Werfen mit ei-
nem Wiirfel eine ,,1* zu werfen? / ,,eine gerade Zahl“ zu werfen? /
,,2 oder 5 zu werfen?

b) Gib andere Ereignisse an, die bei demselben Experiment auch die
Wabhrscheinlichkeit %2 haben.

c) Suche Ereignisse mit groBerer / kleinerer Wahrscheinlichkeit als Y2.

Aufgabe 2
In einer Kiste liegen 36 Kugeln, 6 schwarze und 30 weil3e.
a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, beim 1. Zug eine schwarze
(weile) Kugel zu ziehen?
b) Wie dndert sich die Wahrscheinlichkeit fiir ,,schwarz ziehen* (,,weil3

ziehen®) beim 2. Zug, wenn die zuerst gezogene Kugel nicht in die
Kiste zuriickgelegt wird?

c) Beobachte in jedem der Fille den Zusammenhang zwischen den Er-
eignissen ,,schwarz ziehen* und ,,weil} ziehen“. (Hinweis: Addiere
diese beiden Wahrscheinlichkeiten.)

Aufgabe 3

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Miinzenwurf das Ereignis
»Zahl liegt oben* zu erhalten? Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit
zweimaligem Werfen einer Miinze jedes Mal ,,Zahl“ zu werfen?
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Aufgabe 4
Zwei Gliicksrader stehen zur Auswahl bereit:

q
& 4 3 /\ 1

a) Bei jedem der Gliicksrdder erhélt man auf die 4 einen Gewinn. Mit
welchem Gliicksrad wiirdest du dein Gliick versuchen?

b) Wie entscheidest du dich, wenn man den Gewinn auf die 1 (bzw. 2,
bzw. 3) erhilt?

c) Wie entscheidest du dich, wenn man den Gewinn bei dem Ereignis
,.groBer als 2% erhilt?

Die Erfahrungen aus den bisher bearbeiteten Aufgaben werden im néchsten
Abschnitt an Hand von weiteren giinstig ausgewihlten Aufgaben prézisiert
und als Summenregel und Produktregel formuliert.

Addition von Wahrscheinlichkeiten

Aufgabe 5

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei
dem abgebildeten Gliicksrad die folgenden
Ereignisse eintreten:

E;: Eine ungerade Zahl treffen.
E,: Eine ungerade Zahl kleiner als 4 treffen.

E;: Eine ungerade Zahl grofBer als 4 treffen.
E,: Eine gerade Zahl treffen.

Es: Eine Zahl grofer als 4 treffen.

Es = (E, oder E») tritt ein.

E; = (E; oder Es) tritt ein.

Kommentar

Eine Analyse der Ergebnisse zeigt, dass

W(Es) = W(E)+W(E;) =2/6 + 1/6 = 1/2 = W(E)).
Andererseits gilt aber nicht W(E;) = W(E4)+W(Es). Es ist W(E;) = 4/6, und
die Summe W(E,)+W(Es) ergibt 5/6. Dies ist um 1/6 grofler. 1/6 ist aber
gerade die Wahrscheinlichkeit des sowohl zu E, als auch zu E; gehorenden
Ereignisses ,,6 treffen®.
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Weitere Aufgaben verbreitern diese Erfahrungsbasis, so dass man verallge-
meinernd feststellen kann:

Summenregel

Wenn zwei Ereignisse E und F unvereinbar sind, erhilt man die Wahr-
scheinlichkeit fiir das neue Ereignis ,,E oder F** durch Addition der Ein-
zelwahrscheinlichkeiten. Es gilt also in diesem Falle

W(E oder F) = W(E) + W(F)

Gibt es Ausfille des Zufallsexperiments, die sowohl zu E als auch zu F
gehoren, d..h.: E und F sind nicht unvereinbar, muss man die Summe
W(E)+W(F) um die Wahrscheinlichkeiten der zu beiden, E und F, gehoren-
den Ausfélle verringern, um die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis
,,E oder F*“ zu erhalten.

Das Ereignis ,,E; oder E4* ist ein sicheres Ereignis, da man auf alle Fille
entweder eine gerade Zahl oder eine ungerade Zahl trifft. Also ist die Wahr-
scheinlichkeit W(E; oder E;) = 1. Dies ergibt sich auch als Summenwahr-
scheinlichkeit nach der obigen Regel als W(E)+W(Ey) = V2+%2 .

Die Ereignisse E; und E4 sind nicht nur unvereinbar. Wenn E; nicht ein-
trifft, dann trifft E; ein und umgekehrt. Man nennt daher E, das Gegenereig-
nis von E; und E, ist das Gegenereignis von E,.

Bezeichnung des Ereignisses: E
Bezeichnung des Gegenereignisses: E
Es gilt W(E)+W(E)=1

Multiplikation von Wahrscheinlichkeiten bei zweistufigen
Zufallsexperimenten

Musterbeispiel fiir einen zweistufigen Zufallsversuch ist das zweimalige
Werfen eines Spielwiirfels. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, bei jedem
der beiden Wiirfe 6 zu werfen?

Zur Beantwortung der Frage bieten sich 3 mogliche Darstellungen an.
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1. Entscheidungsbaum

1. Wurf 1 3 4 5 6
1/6 1/6 1/6 \
2. Wurf 6 6 6
Ereignis (1,6) 2,... 3.6) 4,.. 5,...) (6,6)
Kommentar

Nach den Vorerfahrungen mit den bisherigen Aufgaben erkennen die Schii-
ler am Entscheidungsbaum die Herleitung der Produktregel. Zu jedem Er-
eignis des zweistufigen Versuches fiihrt ein Pfad des Entscheidungsbaumes.
Zu dem Ereignis (3,6) fiihrt der fett gezeichnete Pfad. Das Ereignis, beim
ersten Wurf 3 zu werfen, tritt mit der Wahrscheinlichkeit 1/6 ein. Beim 2.
Waurf ist die Einzelwahrscheinlichkeit, 6 zu werfen, wieder 1/6. Mit Beach-
tung des ersten Wurfes und seiner Wahrscheinlichkeit ist das 1/36 als ,,1/6
von 1/6%. Man nennt die Wahrscheinlichkeit entlang eines solchen Pfades

die Pfadwahrscheinlichkeit.
In der Zusammenfassung erhélt man die Produktregel

Produktregel fiir 2-stufige Versuche

Die Pfadwahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis eines zweistufigen Versu-
ches erhilt man durch Multiplikation der Einzelwahrscheinlichkeiten der
voneinander unabhéngigen Ereignisse entlang des Pfades.
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2. Tabelle mit 2 Eingingen

2. Wurf | 1 2 3 4 5 6
1. Wurf

1 1,1 12 | 1,3 | 14 | 15| 1,6
2 2,1 2,2 2,3 241 25 2,6
3 31 | 32 | 33 | 34| 35 | 3.6
4 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46
5 51 | 52 | 53 | 54| 55| 56
6 6,1 | 62 | 63 | 64 | 65 | 6,6

3. Liste (im Rechteckfeld)

(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6)
(2,1),(2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6)
(3,1), (3,2), (3,3), (3.4), (3,5), (3,6)
4,1), (4,2), (4,3), (4.4), 4,5), (4.6)
(5,1),(5,2), (5,3), (5.4), (5.5), (5,6)
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)

Kommentar

Bei der 2. und 3. Darstellung erhélt man die Gesamtzahl aller Ausfille des
zweimaligen Werfens eines Wiirfels in einer zweidimensionalen Anordnung.
Eine rdumliche Darstellung bei einer Verallgemeinerung zum mehrstufigen
Versuch mit mehr als 2 Stufen ist nicht mehr {ibersichtlich (bei 3 Stufen)
bzw. unméglich (bei mehr als 3 Stufen). In diesen Fillen bleibt der Ent-
scheidungsbaum als niitzliche Losungshilfe.

Der folgende Abschnitt bietet weitere Aufgaben an, die der Sicherung
und Erweiterung der Schiilerkompetenzen dienen. Sachliche Vertiefung l4sst
sich erreichen, wenn nun auch mehrstufige Abldufe mit mehr als zwei Stufen
untersucht werden.

Aufgabenserie

Aufgabe 1
Zweimal wiirfeln: Welches sind die Pfadwahrscheinlichkeiten fiir diese Er-
eignisse?

a) Welches Ereignis hat die grofere Wahrscheinlichkeit, ,,mit 2 Wiir-

fen eines Wiirfels jedes Mal 6 werfen oder ,,mit einem Wurf eines
Wiirfels 6 werfen*“?
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b) Welches Ereignis hat die groere Wahrscheinlichkeit, ,,mit 2 Wiir-
fen eines Wiirfels jedes Mal keine 6 werfen, oder ,,mit einem Wurf
eines Wiirfels keine 6 werfen?

c) 1. Wurf: ,ungerade Zahl*; 2. Wurf: ,,6%. Suche andere zweistufige
Ereignisse mit derselben Wahrscheinlichkeit.

Aufgabe 2
Zweimal Miinzenwurf: Wie grof} ist jeweils die Pfadwahrscheinlichkeit?
a) Jedes Mal ,,Zahl* werfen.

b) Zuerst ,,Zahl“, dann ,, Kopf* werfen.
c¢) ,Einmal Zahl* und ,,einmal Kopf* werfen.

Aufgabe 3
Zehnmal Miinzenwurf: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir:

a) ,Eserscheint jedes Mal Zahl*“?
b) ,.Es erscheint nie Zahl*“?

Aufgabe 4
Eine Miinze wird dreimal geworfen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit?

a) ,,Nie erscheint Zahl®.

b) ,,Mindestens bei einem Wurf erscheint Zahl“.
c) ,Bei genau einem Wurf erscheint Zahl®.

d) ,.Bei genau zwei Wiirfen erscheint Zahl“.

e) ,Beiallen drei Wiirfen erscheint Zahl®.

Aufgabe 5
Dreimal mit einem Wiirfel werfen.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, jedes Mal eine andere Augen-
zahl zu werfen?

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, zweimal oder dreimal (d.h.
,mindestens zweimal‘) dieselbe Augenzahl zu werfen?

Aufgabe 6
Wie grof} ist jedes Mal die Wahrscheinlichkeit?

a) Bei 4 Wiirfen mit einem Wiirfel mindestens eine 6 zu werfen.
b) Bei 24 Wiirfen mit zwei Wiirfeln mindestens eine Doppelsechs zu
werfen.

Aufgabe 6 ist als Problem des Chevalier de Méré beriihmt geworden:
Chevalier de Méré lebte als Philosoph und Literat am Hofe Ludwigs XIV. Er
wandte sich im Jahre 1654 mit folgendem Problem an den bekannten Ma-
thematiker Blaise Pascal. Was ist wahrscheinlicher, der Versuch a) oder der
Versuch b) der obigen Aufgabe.
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Der Chevalier hielt die beiden Regeln fiir gleichwertig; seine Losung:

Regel a): 4 Wiirfe, jeder Wurf hat 6 mogliche Ausfille —
Verhiltnis 4 : 6.

Regel b): 24 Wiirfe, jeder Wurf hat 36 mogliche Ausfille —
Verhiltnis 24 : 36 =4: 6

Diese Losung ist falsch, denn es sind dies nicht die Verhéltnisse der giinsti-
gen zu den moglichen Fillen und auch nicht die Pfadwahrscheinlichkeiten.

Losung zu a)

Das Gegenereignis ist ,,bei keinem Wurf 6 werfen®. Es ist dies ein
4-stufiger Versuch. Bei jedem Wurf betrigt die Wahrscheinlichkeit,
,.nicht 6 zu werfen®, 5/6. Die Pfadwahrscheinlichkeit fiir ,,4 Wiirfe — kei-
ne 6“ist also

5)' 625
6 1296

Das Ereignis ,,4 Wiirfe — mindestens einmal 6 werfen* hat als Gegenereignis
davon die Wahrscheinlichkeit

625 671

-——=——=0,5177.
1296 1296

Losung zu b)

Das Gegenereignis ist ,,bei keinem Wurf Doppelsechs werfen®. Es ist
dies ein 24-stufiger Versuch. Bei jedem Wurf betrigt die Wahrschein-
lichkeit ,,nicht Doppelsechs zu werfen*, 35/36. Die Pfadwahrscheinlich-
keit fiir ,,24 Wiirfe — keine Doppelsechs® ist also

24
(ﬁj =~0,5086.
36

Das Ereignis ,,24 Wiirfe — mindestens einmal Doppelsechs werfen* hat als
Gegenereignis davon die Wahrscheinlichkeit

1-0,5086 = 0,4914.

Der Versuch (a) hat die groBere Wahrscheinlichkeit. Es ist wahrscheinlich,
dass mehr als die Hilfte vieler Versuche — wenn auch nur wenige mehr —
mindestens eine 6 zeigen. Bei (b) ist es wahrscheinlich, dass weniger als die
Hiilfte vieler Versuche eine Doppelsechs bringen.

Weitere Zufallsversuche und Aufgaben konnten nun folgen, um den Zu-
sammenhang zwischen relativer Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit bei einer
groB3en Zahl von Versuchen zu erkunden.
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Anmerkungen

! Vgl. Ministerium fiir Kultus, Jugend und Sport Baden-Wiirttemberg (2004 c) S. 5.

2 Vgl. Ministerium fiir Kultus, Jugend und Sport Baden-Wiirttemberg (2004 c).
3 Vgl. Ministerium fiir Kultus, Jugend und Sport Baden-Wiirttemberg (2004 b).
4 Vgl. Ministerium fiir Kultus, Jugend und Sport Baden-Wiirttemberg (2004 a).
> Vgl. z.B. Engel/Varga/Walser (1974) oder Glaymann/Varga 1975.

® Wie Anmerkung 4.
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Symmetrie —
Entwicklung einer mathematischen Idee
iiber dreizehn Schuljahre

Summary

The powerful concept of symmetry is analyzed in its various forms as it ap-
pears in everyday life, architecture, art, music, and nature. The activities
conducted by schoolchildren of different ages are outlined to help foster this
concept. The focus is on the development of a net of interrelated ideas from
arithmetic, geometry, natural and social sciences which are all connected to
symmetry as a broad heuristic of human thinking.

1 Symmetrie ,sehen‘¢

Die bewusst offene Frage an die Schiiler einer 7. Klasse: ,,Wie viel der Fli-
che des hinteren Quadrats werden von dem vorderen Quadrat verdeckt, wie
dndert sich die Flache bei Drehung des vorderen Quadrats und wann ist die
tiberdeckte Fliche am groften?* Wihrend einige Schiiler nur nachdenklich

dreinschauen, sieht mich ein Schiiler verwundert an. ,,Was soll das?“, sagt
sein Blick und als ich ihn frage, bemerkt er trocken, ,,Die Fliche ist immer
gleich, ich brauche ja nur die Seiten zu verldngern, dann sehe ich doch, dass
es immer ein Viertel ist.“ Was sieht dieser Schiiler wohl, was andere nicht
sehen? Was ist die Heuristik hinter seinem schnellen Problemldseprozess?
Es ist die Symmetrie, die den Schiiler ,,sehen® ldsst, allerdings war die
Symmetrie nicht sichtbar, sie musste von ihm in der Vorstellung erzeugt
werden. Die Frage, die im Folgenden behandelt werden soll, ohne sie letzt-
lich abschlieflend zu beantworten, ist: Wie kann Schule helfen, dass Schiiler
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diesen kraftvollen, verallgemeinerten, iibertragbaren Begriff der Symmetrie
entwickeln, der sich als durchdringendes Konzept in vielen Aspekten des
Lebens, der Natur und der Kunst wieder findet? Welche Inhalte lassen sich
im Laufe der Schulzeit behandeln, um diese Kernidee in ihrem Facetten-
reichtum entstehen und als Heuristik wirksam werden zu lassen?

2 Symmetrie in der Grundschule

Die Behandlung der Symmetrie in der Grundschule beschrinkt sich meist
auf die Geometrie und dort auf die schlichte Achsensymmetrie. Diese Be-
schrinkung kann einer Erweiterung und Vernetzung mit anderen Ideen und
Erfahrungen durchaus im Wege stehen. Sicher ist es fiir Kinder interessant,
Klecksfiguren zu erstellen und deren Symmetrie zu beobachten, oder ihre
eigenen Bilder von Schmetterlingen zu untersuchen. Meist werden aber le-
diglich ,,abstrakte* symmetrische geometrische Figuren untersucht, weniger
hingegen Gegenstinde des Alltags. Wichtiger erscheint, bereits in der
Grundschule die Fragen zu behandeln,

Warum sind Lebewesen symmetrisch?

e Warum sind die meisten technischen Objekte (Autos, Ziige, Flugzeuge)
symmetrisch?

e Und wie verlduft die Symmetrieebene? Warum ist sie parallel zur Bewe-
gungsrichtung?

e Was passiert mit einem nicht-symmetrischen Flugzeug?

e Bastelt einen Papierflieger (diese fallen immer symmetrisch aus).

e Was passiert mit einem Papierflieger, der nicht-symmetrisch ist? Kann
das giinstig sein? (Ja, fliegt langer im Klassenzimmer, weil er Bogen
fliegt.)

Die Achsensymmetrie wird erweitert zur Rotationssymmetrie und Trans-
lationssymmetrie. Dass diese begrifflich zusammenhingen, wird in der Re-
gel leider nicht thematisiert. Es werden diverse Aktivitdten durchgefiihrt wie
Weihnachtssterne basteln (Drehsymmetrie) und Bandornamente als Verzie-
rung erstellen (Verschiebung), selten hingegen werden Blumen untersucht,
die eine fiinf-, sechs-, sieben-, zehn-, zwolf- oder dreizehnfache Dreh-
symmetrie besitzen. Natiirlich sollten die biologischen Gegebenheiten, die
zu diesen Mustern fiihren, nicht behandelt werden, dies ist den hoheren
Klassen vorbehalten. Wenn wir einen Apfel quer durchschneiden, welche
Symmetrie besitzt der Kern (eine fiinffache)? Wo konnen solche Symme-
trien noch beobachtet werden? Aber es ist wichtig, im Sinne eines Spiral-
curriculums die Ideen friihzeitig zu entwickeln.
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3 Symmetrien in der Kunst

Der Umgang mit dem Zirkel erweitert die &dsthetische Darstellungsmoglich-
keit in Klasse 3. Die freie Gestaltung bietet Raum fiir Erprobungen, insbe-
sondere fiir den Zusammenhang zwischen Kreis und regelméfigem Sechs-
eck. Die anschlieBende Analyse erdffnet die Moglichkeit, MaBwerke zu

Kampfer

erstellen und dabei Wiederholungen vorzunehmen. Die Wiederholungen in
unterschiedlicher GroBe sind eine weitere Verallgemeinerung der Symme-
trie. Kinder finden solche Regelhaftigkeiten nicht nur an Bauwerken sondern
auch auf Abbildungen wie den Geldscheinen. Die Konstruktion solcher
MaBwerke stellt aber die Hauptaktivitit dar (s. Abb., Schulwerk Mathemati-
kus Bd. 4, 66).

q

i

St. Peterskirche in Rom Wallfahrtskirche der Heiligsten Drei-
(von Bramante, 1444-1514) fattigkeit bei Waldsassen

(Dientzenhofer, 1643-1689)

Schloss Stern bei Prag Schloss Caprarola
(da Vignola, 1507-1573)

Kinder in den hoheren Klassen der Grundschule analysieren Grundrisse von
Burgen, Schlossern und Kirchen (s. Abb., Schulwerk Mathematikus Bd. 4,
121) und verbinden die entdeckten RegelmiBigkeiten mit schon bekannten
(das Kerngehiduse des Apfels oder der Seestern mit dem Grundriss von
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Schloss Caprarola, sechsblittrige Blumen mit dem Schloss Stern). Die unter-
schiedlichen Symmetrieeigenschaften lassen Vermutungen iiber die symbol-
trichtige Bedeutung der Muster zu. Ab wann wurden Kirchen gebaut mit
einer Drehsymmetrie? Der Kunstunterricht der weiterfithrenden Schulen
wird dariiber Aufschluss geben. Die klassische Achsensymmetrie der mittel-
alterlichen Kirchen und Kathedralen (warum haben sie die Proportionen des
menschlichen Korpers?) weichen in Renaissance und Barock einer Symme-
trie, die den Altar in das Zentrum stellt. Welche sozialen Umbriiche zu der
verdnderten Sicht und den Auswirkungen auf die Architektur gefiihrt haben,
wird spiter behandelt werden.

Die Verbindung zwischen Mathematik und Kunst ist fiir Grundschul-
kinder ein lohnender Untersuchungsgegenstand. Das Prinzip der Symmetrie
kann in facheriibergreifenden Unterrichtseinheiten studiert werden:

e Welche Symmetrien sind an den Bildern von Mondrian, Escher, Klee
oder Vasarely feststellbar?

e Wie hat Raffael das Symmetrieproblem an der ,,Schule von Athen* ge-
l6st?

Solche Fragen fiihren von der Kunst zu den mathematischen Gesetz-
miBigkeiten der Parkettierungen. Schon die Gestaltung einer Fassade, etwa
des Konservatorenpalastes von Michelangelo, fiihrt auf die Frage der passen-
den Parkettsteine.

e Welche regelmiBigen Parkettsteine (regelméBige n-Ecke) sind moglich?
Diese Frage lésst sich auch ohne Betrachtung der Winkel im n-Eck expe-
rimentell von Kindern beantworten. Sie fiihrt auf die reguldren Parkette,
deren Symmetrien untersucht werden kdnnen.

e Welche Parkettsteine kann ich hinzunehmen, um mit zwei (drei) ver-
schiedenen Steinen Parkette zu konstruieren? Dies fiihrt auf die halb-
regulédren Parkette.

o Wie dndert sich das Parkett, wenn ich den Parkettstein etwas abdndere?
Mit der Untersuchung dieser Frage kommen die Kinder dank geeigneter
Techniken zu Escher-dhnlichen Parketten.

e Und fiir die Schiiler der weiterfiihrenden Schulen: Lésst sich die Idee von
den Parketten von der Ebene auf den Raum iibertragen? Warum leben wir
in quaderférmigen Raumen?

Die Idee der Symmetrie fiihrt bei den &sthetischen Betrachtungen not-
wendig auf Proportionen. Welche Seitenverhiltnisse empfinden wir als an-
genehm, welche gefallen uns weniger gut. Die freie Gestaltung wird eher als
Wettstreit aufgefasst, das eigene Produkt ist immer das schonste. Gibt es
mathematische Kriterien? Es kann in den unteren Klassen nicht Ziel sein,
irrationale Zahlen einzufiihren, insofern ist der Goldene Schnitt nicht Unter-
richtsgegenstand. Aber die auf Grund der Erfahrungen mit Zahlenfolgen
bekannten Fibonacci-Zahlen fiihren zu einer vorldufigen Beantwortung. Die
Analyse von Bauten (s. Abb., Schulwerk Mathematikus Bd. 4, 121) zeigt,
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dass die Gebédude dann als dsthetisch empfunden werden, wenn sie den Ver-
hiltnissen der Fibonacci-Zahlen geniigen (da dieser Quotient bekanntlich
gegen den Goldenen Schnitt konvergiert). Verschiedene Versuche mit diesen
Seitenverhiltnissen erweisen sich im Unterricht als hochst tiberraschend. In
hoheren Klassen der Sekundarstufe I werden dann Palladio-Bauten auf ihre
Proportionen untersucht und der Zusammenhang mit den altgriechischen
(pythagoriischen) Vorstellungen hergestellt.
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4 Symmetrien in der Musik

%3

Die Idee, die hinter den alltdglichen Gegebenheiten aufscheint, ist das we-
sentliche im Lernprozess. Ideen werden allerdings nicht von selbst erkannt,
sondern die Beziige miissen hergestellt werden, die Verbindung, die Ahn-
lichkeit ist im Unterricht zu thematisieren.

Ein Bandornament ist eine geometrische Form, ein Kanon eine musikali-
sche. Sie sind verkniipft iiber die gemeinsame Idee der Translation. Die Ver-
schiebung fiihrt das Bandornament in sich iiber, die Melodie wird zeitver-
setzt wiederholt. Hierbei die Strukturgleichheit zu erkennen, eréffnet weiter-
gehende Unter-suchungen.

Die Barockmusik war reich an Einfillen, mathematische Strukturen, die
sich in der geometrischen Form als dsthetisch erwiesen haben, auf die Ton-
setzung zu libertragen. Nicht nur die Translationssymmetrie, die sich in der
Fuge und im Kanon als populdrer Form wieder findet, wurde verwendet,
sondern auch Spiegelungen. Der Krebs, von Bach zur Perfektion gebracht,
lasst eine Melodie riickwirts verlaufen. In dem Beispiel der Abbildung wur-
de von Haydn in dem Menuett aus der Klaviersonate Nr. 41, Hob. Xvi/26,
diese Palindromform verwendet. Die Tiicke, die auch Schiilern sofort auf-
fillt, liegt in der unterschiedlichen Beschaffenheit der menschlichenSinnes-
organe. Das Auge erkennt ohne Miihe die Spiegelung und entdeckt sie auch
auf dem Notenblatt. Das Ohr hingegen sperrt sich gegen diese Erkenntnis, es
ist auf sequentielle Abfolgen ausgerichtet.
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Im Barock wurde aus dieser Form der mathematisch-musikalischen Ver-
bindung ein Spiel: Singer standen sich gegeniiber und sangen vom gleichen
Notenblatt. Diese Variante des symmetrischen Komponierens ist iiber die
Jahre erhalten geblieben, wie das Beispiel von Hindemiths ,,ludus tonalis*
zeigt. Die Drehsymmetrie: ist leicht erkennbar, wenn man die zweite Zeile
auf den Kopf stellt (die nachstehende Abbildung zeigt Anfang und Ende des
ludus tonalis; dazwischen liegt allerdings eine Stunde Musik!).

Die Spiegelsymmetrie ist keineswegs auf die vertikale Achse beschrénkt,
wie sie im Krebs bei Bach oder in der obigen Haydn-Sonate verwendet wur-
de. Die horizontale Achse kann bei mehrstimmigen Kompositionen ebenso
dienen (Umkehrung). Wolfgang Amadeus Mozart machte bei seinem Klari-
netten-quintett, KV 381, am Beginn des 1. Satzes davon Gebrauch. Und
natiirlich lassen sich beide Spiegelungen verbinden, was zur ,,Krebsumkehr*
fiihrt. In extensiver Weise haben die Zwolftoner von der geometrischen
Kompo-sitionsform Gebrauch gemacht und direkt symmetrische Muster ent-
worfen, die in die zwolf Halbtonschritte ibersetzt wurden. Leider kann unser
Ohr diese Symmetrie nicht leicht erkennen (wenn iiberhaupt). Trotzdem
konnen in den oberen Klassen der Sekundarstufen I und II diese Kompositio-
nen analysiert werden (vgl. Fauvel/Flood/Wilson 2003).
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S Symmetrien in der Arithmetik

Bereits im Grundschulalter lassen sich eine Fiille von Ubungen und Ent-
deckungen mit ,,Spiegelzahlen* machen. In Klasse 2 fiihrt die Addition bzw.
Subtraktion von zweistelligen Zahlen und ihrer gespiegelten Zahl (53+35)
zur Entdeckung, dass die Ergebnisse immer aus der 1ler- bzw. 9er-Reihe
stammen. Eine Erkldrung ist allerdings nur rudimentdr moglich und wird
spiteren Klassen vorbehalten, es fiihrt aber zu Einsichten in unser Dezimal-
system. In den Klassen 4-7 wird im Zusammenhang der Teilbarkeit unter-
sucht werden konnen, warum die Palindromzahlen mit gerader Anzahl im-
mer durch 11 teilbar sind. Sehr viel spiter kann untersucht werden, wie sich
diese Figenschaft auf Darstellungen in anderen Zahlsystemen iibertrigt.

Die Untersuchung von Spiegelzahlen wird bei der Einfiihrung der
schriftlichen Multiplikation schon in Klasse 3 moglich: 1x1=1, 11x11=121,
111x111=12321, 1111x1111=1234321 etc. Geht es immer so weiter? Lasst
sich im Voraus sagen, was die Wurzel (dieser Begriff wird nicht verwendet!)
aus 12345654321 ist? Die Argumentation ist bei Grundschiilern eine geo-
metrische: Die schriftliche Multiplikation besitzt eine ,,Spiegelachse®. Diese
Ver-allgemeinerung des ,,Spiegelns finden Kinder hingegen selbstverstind-
lich, wenn es sich um Worte oder Sétze handelt: ANNA, OTTO oder das be-
kannte ,,Ein Neger mit Gazelle zagt im Regen nie* bringen Glanz in das
Kinderauge. Die Erkenntnis, dass eine bekannte Form in neuem Gewand
auftaucht, lisst das Herz hoher schlagen.

In Klasse 5 wird untersucht, ob sich die in Klasse 2 gefundene Gesetz-
miBigkeit der Addition mit zweistelligen Spiegelzahlen verallgemeinern
lasst. Was passiert, wenn eine Zahl mit ihrer Spiegelzahl addiert wird und
dieser Prozess immer wieder fortgefiihrt wird? Mit der Startzahl 1943 ergibt
sich: 1943+3491=5434, dann 5434+4345=9779, und schon erhalten wir eine
Palindromzahl. Gelingt dies immer nach endlich vielen Schritten? Dieses
zahlentheoretische Problem ist noch nicht gelost, es wird vermutet, dass die
Ausgangszahl 196 zu keiner palindromischen Zahl fiihrt (Walser 1998, 94).

Und wie ist es mit ,, Translationszahlen‘ der Form abcabc. In den Klassen
4-6 lassen sich diese im Zusammenhang der schriftlichen Division und der
Teilbarkeitsregeln untersuchen. Dass die Zahlen bei Division durch die
,.krummen® Zahlen 7, 11 und 13 keinen Rest lassen, ist fiir die Schiiler an-
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fangs iiberraschend, fiihrt aber zu tieferen Einsichten in die Konstruktion von
Zahlen (hier als Multiplikation mit 1001, der groBen arabischen Gliickszahl,
die eben aus den kleinen Gliickszahlen 7, 11 und 13 besteht; die kulturellen
Unterschiede in der emotionalen Bedeutung von Zahlen als Gliicks- oder
Ungliickszahlen wire ein weiteres Untersuchungsfeld fiir einen féacher-
tibergreifenden Unterricht).

Der Unterricht beschrinkt sich in der Regel auf die Achsen-, Translati-
ons- und Drehsymmetrie. Der urspriingliche Begriff ist allerdings allgemei-
ner gefasst. Das griechische Wort ,,Symmetrie* bedeutete urspriinglich ,,Zu-
sammenhang der MaBverhiltnisse* und bezeichnete bei Vitruv und danach
die Wiederkehr von Proportionen und geometrischen Formen in einem Bau-
oder Kunstwerk, insbesondere die Wiederholung globaler Proportionen im
Kleinen. Die Beschrinkung auf den mathematisch engen Begriff, der die
Deckungsgleichheit beinhaltet, entstand erst im 19. Jh. (vgl. Kadefavek
1992, 88).

Es wire eine strifliche Unterlassung, nicht auch die Ahnlichkeitsabbil-
dungen unter den Symmetriebegriff zu fassen. Die Proportionen bleiben
erhalten, und diese Form gibt sowohl in #sthetischer als auch in mathemati-
scher Hinsicht reichlich Ansatzpunkte fiir den Unterricht der oberen Klassen
und der Leistungskurse der Sekundarstufe II. Insbesondere eignen sich Spi-
ralen und spirale Ahnlichkeitssymmetrien (vgl. die Abbildungen, oben links
die allgemeine Struktur, oben rechts die Schale des Nautilus [Darvas 2007]).
Diese Form ist insbesondere bei Wachstumsprozessen zu beobachten. Diese
Ahnlichkeits-symmetrien fiihren in der weiteren, fortgeschrittenen Beschiifti-
gung auf Fraktale, die sich allerdings fiir die Beschiftigung in der all-
gemeinbildenden Schule lediglich im Leistungskurs eignen. Bei den Frakta-
len st6Bt man auf die gleichen Symmetrien, die schon in der Grundschule
thematisiert wurden. (Das abgebildete symmetrische Fraktal wurde gebildet
aus einer affinen Abbildung mit den Koeffizienten a;=-0,1; a;,=0,35;
a,;=0,2; a,»b=0,5, und einer Translation mit den Koeffizienten b;=0,5 und
b,=0.,4; das symmetrische Fraktal wird gebildet durch willkiirliche Wahl von
Elementen aus der Dj; vgl. Field/Golubitsky 1992, 177, 196). Fiir Schiiler
scheint diese Verallgemeinerung des Symmetriebegriffs anfangs unzuléssig,
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ist sie doch weit entfernt von ihrer prototypischen Vorstellung der (Spiegel-
)Kongruenz. Doch erweist sich diese sog. ,,dynamische Symmetrie* (Ham-
bridge 1919; vgl. auch Darvas 2007; Emmer 1993) als fruchtbar und weitrei-
chend.

6 Fazit

Symmetrie ist ein Konzept, das mehr ist als das Spiegeln an einer Achse und
die Beschiftigung mit Zirkel und Lineal im Geometrieunterricht. Symmetrie
ist eine Weise, Begriffe und Erfahrungen mit einander zu verbinden, Analo-
gien und Ahnlichkeiten zu suchen und damit neue Einsichten zu gewinnen.
Mathematik-unterricht hat die Aufgabe, Schiiler in dieser Heuristik zu be-
starken, ithnen Anlidsse zu geben, Symmetrien in vielfiltigen Situationen zu
begegnen. Es gibt geniigend Anlidsse, mathematische Ideen nicht nur in ihrer
symbolischen Form darzustellen, sondern ihren symmetrischen Gehalt sicht-
bar werden zu lassen. So kann das Prinzip des gegensinnigen Verédnderns fiir
die Addition auf der enaktiven Ebene durch Umdrehen von Wendewiirfeln
oder -plittchen vollzogen werden, und es kann alternativ durch eine zif-
fernméBige Schreibweise dargestellt werden (11+11=22, 12+10=22,
13+9=22, ...). Die untenstehende bildhafte Darstellung, die wéhrend eines
Erkenntnisprozesses und parallel zu diesem von einem 6-Jdhrigen erstellt
wurde, macht die Kraft des Symmetriebegriffs deutlich. Die Symmetrie
weist iiber diesen hier untersuchten Spezialfall hinaus, sie ist erweiterbar,
generalisierbar. Der 6-Jihrige erlebt mit seiner zeichnerischen Konstruktion
eines arithmetischen Sachverhalts eine neue Dimension der Erkenntnis.
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Volker Ulm
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Im Unscheinbaren Tiefe entdecken — Von Quadraten
zu Cauchy-Folgen in metrischen Raumen

Summary

Patterns of squares which at first glance seem aoghite inconspicuous
bear substantial mathematical depth. They inviterdse questions, to
explore and to vary the mathematical situation, aad study infinite
processes. When thinking about infinity one is lea@auchy sequences in
metric spaces of non-empty compact subsd®'.of

1 Ein Bild aus einem Schulbuch

Im Schulbuch ,mathbu.ch 9+ (Affolter u. a. 2004)dindet sich das fol-
gende, auf den ersten Blick unscheinbare Bild:

Schon beim ersten Betrachten laden diese Mustanathematischem
Nachdenken, zum Stellen von Fragen, zum Forschrebjdfen und Entdek-
ken, kurz: zum Betreiben von Mathematik ein. In needén Klassen der 10.

und 11. Jahrgangsstufe wurde dieses Bild anhagerider Arbeitsauftrage
bearbeitet:
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a) Uberlege dir zu dieser Folge von Figuren mogliohielfaltige mathe-
matische Fragestellungen und schreibe diese auf.

b) Tausche deine Ideen mit deinen Nachbarn aus.

c) Bearbeite mit deinen Nachbarn gemeinsam einiggeelUFragestellun-
gen.

d) Stellt gemeinsam euere Ideen und Ergebnisserikldese vor.

Die Schiler waren dabei angehalten, ihr Heft inn8ieines Lerntage-
buchs zu nutzen und mdglichst alle ihre Ideen umda®ken, Wege und
Irrwege in ihr Heft zu notieren. Die Analyse diegarfzeichnungen ermég-
lichte (teilweise) eine Rekonstruktion des Denkend Arbeitens der Schu-
ler. Die von den Schulern formulierten Fragen waaesgesprochen breit
gefachert. Die Reihung der folgenden Aufzahlungeggit die Haufigkeit
der genannten Aspekte wider:

« Zahl der Quadrate,

« Flacheninhalt der Muster,

» kleinstes Quadrat, das dase Muster einschlief3t,

«  Uberlappungen bzw. Beriihrungen im Muster,

« Umfang der Figuren,

« Verhalten der Folge der Flacheninhalte,

- kleinstes Quadrat, das alle Muster einschliefl3t,

« Verhalten der Folge der Umfange,

- Symmetrieeigenschaften,

- Flachenverschiebungen, so dass einfachere flaatiehglFiguren ent-
stehen,

« Zahl der Eckpunkte,

« Computerprogramm zum Generieren der Muster.

Im Folgenden werden vor allem der mathematischeatahd die Tiefe
dieser Muster diskutiert. Auf didaktische Aspekie Gestaltung von Unter-
richt und zur Konzeption von Lernumgebungen mitsdie Mustern wird
entsprechend weniger eingegangen (vgl. hierzu U072 Leuders/UIm
2007).

2 Eine fast-geometrische Reihe

Betrachtet man bei den Quadratemustern fir jederFlgr Folge etwa die
Zahl der Quadrate, den Gesamtumfang oder die GH&aha (siehe Ab-

schnitt 4), so sto3t man jeweils auf Reihen, diee @lemeinsame Struktur
besitzen. Diese Struktur tritt auch bei verschiadiégen Variationen der
mathematischen Situation zu Tage (vgl. AbschnitD®shalb lohnt es sich,
diese den Mustern zu Grunde liegende algebrais@raskuktur zunéchst
allgemein zu untersuchen.
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Seiena, p, q LI R. Wir betrachten die Folg )_,mit a,=a, a = pa
und a =qa_, fur allei > 2 sowie die zugehérige Reilf§, ), mit
n
G,= & flurallen>0.
i=0
Explizitist a =q "pa fir allei > 1. Damit gewinnen wir eine explizite
Darstellung vonG,, fir allen> 0:
n n . n-1 .
G, = 3+ & =a+ ('pa=a+tpa (.
i=1 i=1 i=0
Ist g=1, soist
G, = a+pan = a(+ pn).
ImFall g # 1ist

n=0

n

G, = a+ pa—l_q = a—l-q+p-pq :
1-q 1-q

Die Reihe(G,)
ist der Grenzwert

G

konvergiert genau dann, werg € 1. In diesem Fall

n=0

, = IIm G, = al—q+p.

noo 1—q

Wir formulieren dieses Ergebnis nun nochmals naihsformierten Va-
riablen, indem wip = Nz und q = (N-1)z setzen. Dies wird die Anwen-

dung des Resultats auf die Folge der Quadratemerdééchtern.

Lemma
Seiena, N, z [] R. Wir betrachten die Folgé )., mit a,=a, a =Nza,
und a = (N -1)zg_, fir allei > 2 sowie die zugehorige Reiffg, ) ., mit
n
G,= @& furallen>0.
i=0
G, besitzt fum> 0 die explizite Darstellung
G, = al+Nzn) = a(l+(z+)n) ,falls (N-1)z=1, bzw.
_ g Lrz- N(N -12)"z"*
" 1-(N-1)z

n=0

G

falls(N-1)z#1.

Die Reihe(G,),., konvergiert genau dann, wer{N -1)7 <1. In diesem
Fall ist

+
G, = ImG, = a—"72

neo 1-(N-1)z°

00
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Beweis:
Anwendung des vorherigen Resultats mit Nz und g = (N —1)2.

3 Grenzwerte von Folgen kompakter Mengen

Die Quadratemuster filhren zu den Fragen, wie siala elie Folgen der
Anzahl der Teilquadrate, der Umfange oder der Fauthalte fir immer
groRer werdende Indices entwickeln. Hier hat maneesils mit Folgen
reeller Zahlen zu tun. Gleichzeitig verdichten satker auch intuitive Vor-
stellungen von einer ,,Grenzfigur. Doch wie kannmsolche Vorstellungen
prazise fassen? Was ist eigentlich ein Grenzwesrdrolge geometrischer
Muster? Welche Punkte gehoren zur ,Grenzfigur*? Wf3en damit auf das
fundamentale Problem, zunachst zu definieren, was umter einer ,Grenz-
figur" einer Folge geometrischer Figuren verstehngithte.

Diese Begriffshildung werden wir in vollstandigeretmschen Raumen
vollziehen — weitere Spezifika des IR? werden nioéhotigt. Insbesondere
werden wir ein Kriterium dafir gewinnen, wann eiankt zur Grenzfigur
gehdrt und wann nicht.

Definitionen

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Es bezeichn& (X) die Menge aller nicht leeren, kompakten Teilmenge
von X.

b) Firallex X und A0 K(X) sei der Abstand des Punkteson der
Menge A
d(x,A) = mind(x,a) .

alA

c) FuUrA, B0 K(X) seider Abstand der beiden Mengen
d(AB) = max{mDand(a, B), rpDand(b,A)}.

Diese Begriffe sind wohldefiniert, da die Mengkizw. B jeweils kom-
pakt sind. Die Minima bzw. Maxima existieren also.

Mit d wird eine Metrik auf der Meng& (X) definiert, die sogHaus-
dorff-Metrik (vgl. z.B. Barnsley 1988, 30 ff., Edgar 1990, fg5Falconer
1990, 114). Anschaulich gesprochen, haben zwei Erengnso geringeren
Hausdorff-Abstand, je besser sie einander wechigglsgberdecken. Im
metrischen Raum®((X), d) sind somit Begriffe wie ,konvergente Folge*,
»Cauchy-Folge“ oder ,Grenzwert einer Folge" defmieDie Frage nach der
Konvergenz von Cauchy-Folgen fuhrt zur Frage naeh \tblistandigkeit

des RaumesK (X), d):

Satz
Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum. Dann gilt:
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a) Der metrische Raunk((X), d) ist vollstandig.
b) Sei (A,)., eine Cauchy-Folge irk((X), d). Dann ist der Grenzwert

lim A, = { xUX| Es gibt eine Folgda,) ., mit a, A, fir alle

n=0, die gegernx konvergiert. }.
c) Sei(A,)., eine Cauchy-Folge in&((X), d) mit A/OATA ...
Dann ist

ma = U A

(Dabei wird fur jede MengeB 0 X mit B die abgeschlossene Hiille
von B bezeichnet.)

Beweis:
Siehe (Barnsley 1988, 36 ff.) oder (Edgar 1990f§6

Mit dieser Begriffsbildung und dem Satz stehen Eiagen nach der
Grenzfigur einer Folge geometrischer Figuren alifiem Fundament. Be-
trachten wir X = R bzw. X = IR mit der euklidischen Metrik, so haben wir
eine tragfahige Grundlage nicht nur fur die Folge Quadratemuster, son-
dern auch fir viele geometrische GrenzwertprozdsseStandardmathema-
tik in der Sekundarstufe, die kaum problematisiestden, da sie fur Schiile-
rinnen und Schilern leicht intuitiv erfassbar siier Beispiele:

« Beim Archimedischen Verfahren zur Bestimmung voreikftachen
nahern sich ein- oder umbeschriebene Vielecke einem Kimiser
mehr an

« Die Volumenformel fur Zylinder oder Kegel kann gewen werden,
indem man diese Koérper mit Prismen bzw. Pyramideliebig genau
annahert.

- Bei der Erarbeitung des Integralbegriffs werdennkmlinig begrenzte
Flachen durch Figuren aus Rechtecksstrdifaner mehr angenéhert

« Das Volumen von Rotationskérpern kann man gewinm@em man
die Kérper mit aus Kreisscheibchen zusammengesekaiepernbelie-
big genau annahert

Es werden also Folgen geometrischer Objekte baeaalm Ergebnisse
Uber das geometrische Grenzobjekt zu gewinnen. iDiglge jeweils Kon-
vergenz im oben beschriebenen Sinne im Raum dhat iagieren, kompakten
Teilmengen des Rbzw. des Rvor.
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4 Die Folge der Muster aus Quadraten

Wir beleuchten nun den mathematischen Hintergrued i Abschnitt 1
abgebildeten Muster aus Quadraten.

Qs

Wir gehen aus von einem Quadf@g, fir dessen Seitenlange wir ohne Ein-
schrankung die Lange 1 annehmen, sowie einem ypasifarametek. Das
Bildungsgesetz der Fold,),., ist rekursiv: Die FiguiQ, entsteht aus der
Figur Q,_; fur n=1, indem an alle Eckpunkte der FigQ,_,, an denen

nicht zwei Quadrate zusammenstol3en, zusatzlicrergeQuadrate der Sei-
tenlangek” — wie skizziert — angesetzt werden. (Dabei selenQuadrate
bezlglich der Topologie abgeschlossen, sie enthals® ihren Rand.)

4.1 Uberlappungsfreiheit der Figuren

Im Weiteren werden wir nur solche Muster betrachben denen sich keine
Quadrate gegenseitig Uberlappen. Fordert man dexlafipungsfreiheit bei
allen MusternQ,, so ist dies eine Forderung an den Paranketer

Die Teilquadrate der Muster besitzen die Seitergani k, k?, k3, ...
Alle FigurenQ, sind also genau dann uberlappungsfrei, wenn

On=2: K*+k3+k*+.. +k" <1

= kK2+kP+k* .. <2
< kZE(&+k+k2+,__)s%
= Kot <1
1-k 2
- (2k-1)(k+1) < 0
- k<2 , dak positiv.

Im Folgenden setzen wir stekd] ]0; 1] voraus. Damit ist die Uberlap-
pungsfreiheit aller Figuren gewéahrt.
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4.2 Zahl der Quadrate

Jede FigurQ, besteht aus Quadraten. Welches ist die kleinsté Za an
Quadraten, aus denen di¢e Figur zusammengesetzt ist+(0)?

Wir betrachten die ersten Muster und sehen dirgkt=1, Z, =1+ 4,
Z,=1+4+4[B, Z,=1+4+4[B+4[3, ... Diese Reihe hat genau die in
Abschnitt 2 untersuchte Struktur. Nach dem LemnsAsschnitt 2 mia =
1,N =4 undz = 1 ist somit die (kleinste) Zahl der Quadrates danen di@-
te Figur besteht,

_ 1+1-403"

Z, = 23" -1.
1-3
Diese Folge(Z,),., der Zahl der Quadrate wéchst also exponentielldenit
Basis 3.

4.3 Umfang der Figuren

Welchen Umfang besitzt die Fig®, ? Dazu wenden wir wieder das Lem-
ma aus Abschnitt 2 an: Hier ist= 4 der Umfang des Ausgangsquadrists,

4 die Eckenzahl der Quadrate und& k der Verkleinerungsfaktor fir den
Umfang. Der Gesamtumfang deten Figur (>0) ist demnach

U, = 400+%n) ,falls k =%, bzw.
_ n n+1
U, = 4 KA KT s kel
1-3k
Diese FoIge(Un)nzo der Umfénge konvergiert genau dann, wéns 5 .
In diesem Fall ist der Grenzwddt, = 4%.

Die Abhangigkeit des Grenzwert$, vom Parametek zeigt der unten
abgebildete Graph. Er ist Teil einer Hyperbel nitiee senkrechten Asymp-

tote bei der Abszissé und einer waagrechten Asymptote bei der Ordinate

3

N
(@]
|
T
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4.4 Flacheninhalt der Figuren

Wie grol3 ist der Flacheninhalt der FigQy,? Auch hier liefert das Lemma
aus Abschnitt 2 ein Resultat: Nun &t 1 der Flacheninhalt des Ausgangs-

quadratsN = 4 die Eckenzahl der Quadrate urd k? der Verkleinerungs-
faktor fir den Flacheninhalt. Die Gesamtflacherd&rn Figur (>0) ist also

1+ k2 _4[3[\ Ek2n+2
A = 2
1-3k
Diese FoIge(A])nzo konvergiert genau dann, wen8k® < , Wenn also

k< \/% = 057.... Da wir generelk <% und damit Uberlappungsfreiheit der

einzelnen Figuren vorausgesetzt haben, konvemjieffolge der Flachenin-
halte stets gegen den Grenzwert

_1+K?
A = 1-3Kk2

Der folgende Graph zeigt die Funktiof, (k fir k(0]0;1]. An der
Stellek = besitzt sie den Funktionswe, (3) =5.

4.5 Das Kleinste die Figur(en) enthaltende Quadrat

Wie groB ist das kleinste Quadrat, das eine begenfiigur Q, fir ein
n=0 vollstdndig enthalt? Es hat offenbar die Seitegdtin
1+ 2k +2k? +...+2k" = 2[(1+k+k2 +...+k”)—1 =
-kt _ 1l+k-2k™

= 2 -1 =
1-k 1-k
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Wie grof3 ist das kleinste Quadrat, das alle Fig@erftir n=0 enthalt?
Da ks%<1, konvergiert der letzte Ausdruck fiir » . Alle Figuren der
Folge (Q,),., liegen also in einem Quadrat mit der (kleinstmdiggin) Sei-

tenlange
1+k

1-k

Die zu diesem Term gehorige Funktion nimmt kirl ]0; 2] streng mo-
noton im Intervall ]1; 3] zu. Fuk =%besitzt das kleinste alle Figuren um-
gebende Quadrat die Seitenlange 3.

4.6 Die Grenzfigur

Die Folge( n)nzo

Raum (K (IR?), d) der nicht leeren, kompakten Teilmengen désnfk der
Hausdorff-Metrik. Gemafd Abschnitt 3 ist dieser Rauatistandig. Wenn
wir nachweisen, dass die Folgﬁ@n) eine Cauchy-Folge ist, ist die Exi-

der geometrischen Figuren ist eine Folge im nalten

n=0

stenz eines Grenzwerts dieser Folge im Raf({tiR?), d) gesichert.

Seien dazum, n O IN mit m<n. Wir bestimmen den Abstand
d(Q,,, Q,) bezuglich der Hausdorff-Metrik. DQ,, 0 Q,,, ist

d(Q Q) = maxd(x,Q).

Der Abstandd(x, Q,, )nimmt sein Maximum an, wenn beispielswexse
einer der vier ,aul3ersten” Eckpunkte der Figdyr ist, also ein Eckpunkt des
kleinstenQ, enthaltenden Quadrats. Bezeichpeten entsprechenden Eck-
punkt bei Q,, (also den entsprechenden Eckpunkt des kleinQgnum-

schlielenden Quadrats), so ist der gesuchte Abgimich d(x, y). Dieser
Abstand ist gleich der Summe der Diagonalen desawgnx undy liegen-

den Teilquadrate voR, , alsod(Q,,,Q,) = (K™ +k™2+. +k")3/2.

Da wir fur die Uberlappungsfreiheks% vorausgesetzt haben, folgt aus
der letzten Gleichung, dad®,)_, eine Cauchy-Folge ist. Somit existiert
der Grenzwert der FoIgéQn) im Raum & (R?), d). Nach dem Satz in
Abschnitt 3 folgt:

Q, = rli[rlQn = OQH.
n=0

Die Grenzfigur ist also die abgeschlossene Hulle\reinigung aller
MengenQ,, n=0.

n=0
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4.7 Beispiel: Der Fallk =1

Zur lllustration des Bisherigen betrachten wir deall k = £ noch etwas

genauer. Oben sind die Men@g sowie der Ran® des kleinsten alle Figu-
ren Q,, n=0, enthaltenden Quadrats gezeichnet. Nach obigeecBeun-

gen besitzt dieses Quadrat die Seitenlange 3,d@sd~lacheninhalt 9. Die
Folge (Ah)nzo der Flacheninhalte der einzelnen Muster konvergjegen 5.

Die GrenzfigurQ, nimmt alsog der Flache des einschlieBenden Quadrats
ein. Die Folge(U,),.,der Umfange divergiert. Der gesamte RaRdies
einschlieRenden Quadrats gehort zur Grenzfi@ur denn jeder Punkt die-

ses Streckenzugs ist Haufungspunkt der MefideQ, .

n=0
5 Variationen

Eine bewéhrte Strategie, um neue (nicht nur mattisaoee) Ideen zu ent-
wickeln, ist es, von Bekanntem auszugehen, diesgdieren und zu prifen,
ob sich in der veranderten Situation interessariteyd ergeben. Variieren
kann dabei sowohl als Technik fur die Lehrkraft algh als Aktivitat for
Schiler ertragreich sein (vgl. z.B. Schupp 2002¢. Thematik ,Muster aus
Quadraten” bietet dazu einen gehaltvollen Ausgamgisp Man muss nur an
einzelnen Aspekten des Bildungsgesetzes der Falgekeln*:

- Die Quadrate kénnten anders aneinander gesetzeneBgispielsweise
kénnten man die von einem Folgenglied zum nachseanhinzukom-
menden Quadrate nicht an freie Ecken, sonderneaa Kanten anset-
zen.

- Statt Quadrate kdnnten man der Figurenfolge entbpred andere Viel-
ecke, z.B. regulare Polygone, zu Grunde legen.

Es bieten sich Erweiterungen ins Dreidimensionale a

+ Man kénnte Wirfel statt Quadrate betrachten. Anktiken eines Aus-
gangswirfels werden analog kleinere Wurfel angésétz die freien
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Ecken des so entstandenen Korpers setzt man wiaddeinere Wiirfel
USW.

« Die von einem Korper der Folge zum néchsten neaukismmenden
Wirfel missen nicht an Ecken angefligt werden, niante sie auch an
Kanten oder Flachen ansetzen.

- Statt aus Warfeln kdnnte man die Korper der Folgehaaus anderen
Korperformen, z.B. aus regularen Polyedern, entsiddssen.

Untersucht man bei den skizzierten Variationen @pau Abschnitt 4
jeweils die Anzahl der vorkommenden ,Grundbaustgifestimmt man
Umféange und Flachen bzw. Oberflachen und Volumgmastot man auf
fast-geometrische Reihen der in Abschnitt 2 besblerien Struktur. Exem-
plarisch fur die vielfaltigen Variationsmoglichkeit betrachten wir knapp
.Muster aus gleichseitigen Dreiecken”. Wir werdezhen, dass sich die
entsprechende Folge aus Dreiecksmustern struktoicit wesentlich von
der Folge aus Quadratemustern unterscheidet. (Daéogen Muster mit
regularen Funfecken werden in (Kratz 1993, 190Quffifersucht.)

5.1 Eine Folge aus Dreiecksmustern

Den Ausgang bilden ein gleichseitiges Dreidak, fur dessen Seitenlange
wir ohne Einschréankung die Lange 1 annehmen, sewigositiver Para-
meterk. Das Bildungsgesetz der FoldB, ) ., ist rekursiv: Die FigurD,
entsteht aus der Figud,_, fir n=1, indem an alle Eckpunkte der Figur
D,.;, an denen nicht zwei Dreiecke zusammenstol3entzickaweitere

gleichseitige Dreiecke der Seitenlanewie skizziert angesetzt werden.
(Dabei seien alle Dreiecke topologisch abgeschigsse enthalten also
ihren Rand.)

5.2 Uberlappungsfreiheit der Figuren

Wieder stellt sich die Frage nach Uberlappungend&i® man die Uberlap-
pungsfreiheit bei allen MusterD,,, so ist dies eine Forderung an den Para-
meterk.
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Die Teildreiecke der Muster besitzen die Seiterdéng, k, k?, k3, ...
Alle Figuren D, sind genau dann tberlappungsfrei, wenn

11,2 3 4 1,1
sko+kP+k™ ... < S +35K

o KRk +.) € 2adk+ 1k

- AL < 14k+k?
1-k
- 2k? <1-k®
- (e+k-1k+1) <0
- k?+k-1<0
- k < \/52_1 , dak positiv.

Die kritische Grenze fik, bis zu der alle Figuren Uberlappungsfrei sind,
ist also (unerwartet) genau das Verhdltnis des &wd Schnitts

¢=£T_1=0,618... Eine Fulle von Bezligen zu anderen Bereichen der
Mathematik, zur Kunst, zur Architektur und zur Natut sich auf (vgl. z.B.
Beutelspacher/Petri 1996)!

Anmerkung: Betrachtet man als weitere Variationlegnaegelmafige
Funfecke statt Quadrate oder Dreiecke, so gelaagt zo Mustern, die fur

k < ®? Uberlappungsfrei sind! Die zugehérige Berechnuesjtbt die glei-
che Struktur wie die fur Quadrate bzw. Dreiecke findet sich beispiels-
weise in (Kratz 1993, 190 ff.).

Fur das Weitere setzen wir die Uberlappungsfreilteis Dreiecks-
musters, alsk < @, voraus.
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5.3 Zahl der Dreiecke

Die (kleinste) Zahl der Dreiecke, aus denen dieuFiD, (n>0) besteht, ist
nach dem Lemma aus Abschnitt 2 it 1,N =3 undz = 1:

_1+1-32"
T 1-2
Die Zahl der Quadrate wachst also exponentielld@itBasis 2.

z, = 3@"-2.

5.4 Umfang der Figuren
Den Gesamtumfang derten Figur (=>0) gewinnt man entsprechend mit
dem Lemma aus Abschnitt 2 nait= 3,N = 3 undz=k:
U, = 3+3n) , falls k =1, bzw.
_ n n+1
_ 3&+ k-32" [k

U
" 1-2k

falls k#1,

Diese Folge der Umfange konvergiert genau dannpwen . In die-

sem Fall ist der Grenzwert
B 1+k

U, = 3[—!1_7.
5.5 Flacheninhalt der Figuren
Das gleichseitige Dreiecb, mit der Seitenlange 1 besitzt den Flachenin-
halt %\/5 Der gesamte Flacheninhalt der FigDy, ist somit nach dem
Lemma aus Abschnitt 2 mid =143, N = 3 undz = k:

+ k2 _3|]2n Eer‘l+2
- 1313 .
A= 1-2k?

Diese Folge der Flacheninhalte konvergiert genawndaenn 2k? < 1
wenn alsok < %: 070.... Da wir generell die Uberlappungsfreiheit der

einzelnen Figuren und damk < \/52_1 = 0,618.. vorausgesetzt haben,
konvergiert die Folge der Flacheninhalte stets gelgm Grenzwert

1+ k2
=1f3g— .
A= 1-2k?
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6 Fazit

Die Muster aus Quadraten bieten auf der Basis @dinfassbarer geometri-
scher Grundformen ausgesprochen vielschichtige ieliigtiten, Mathema-

tik zu betreiben. Bei einer offenen Konzeption désterrichts kénnen

Schiler auf ihrem jeweiligen Leistungsniveau Mathgknals Feld fur indi-

viduelles und kooperatives Forschen und Entdeckdgben. Leistungs-

schwachere mogen personliche Erfolge erfahren, wenbeispielsweise die
Zahl der Teilquadrate in den einzelnen Mustern ebsiabzéhlend bestim-
men und dann induktiv Zusammenhange der Zahlenfaiggecken. Gleich-
zeitig bietet die Lernumgebung aber auch Leistuagssren die Mdglich-

keit, ausgehend von Standardinhalten des Schudsttitf in die Mathema-
tik einzutauchen.
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Minimierung der Energie —
Ein Thema fiir den Mathematikunterricht?

Summary

In secondary school one can study physical problems in minimization of
energy by using spreadsheet applications. In this way geometric modeling of
situations and algebraic modeling of values become the most important part
of the problem solving process.

Einleitung

Die Entwicklung einer mathematischen Theorie der Mechanik stellt eine der
herausragenden Leistungen der Neuzeit dar. Dank der Arbeiten von Newton
und weiteren Physikern und Mathematikern gelang es, die Bewegungen
mechanischer Systeme mit hervorragender Genauigkeit zu berechnen. Das
wichtigste mathematische Werkzeug dazu sind Differentialgleichungen und
diese sind (selbst in diskretisierter Form) fiir Schiiler der Sekundarstufe II
nur schwer und in der Sekundarstufe I gar nicht zuginglich. In der Konse-
quenz laufen Schiiler Gefahr, eine fundamentale Einsicht sowohl in die Na-
tur unserer Welt (ihre Berechenbarkeit) wie in die der Mathematik (ihre Lei-
stungsfihigkeit) zu versdumen.

Optimierungsprobleme sind generell weitaus leichter zu verstehen, als
Differentialgleichungen, und die Minimierung der Energie ist ein anschauli-
ches physikalisches Konzept, das auf Optimierungsprobleme fiihrt, die in
vielen Situationen mit Computerhilfe verhdltnisméBig leicht gelost werden
konnen. Wir werden zeigen, dass damit auch anspruchsvolle Probleme be-
handelt werden konnen.

Dabei wird der Computer zwar als Blackbox genutzt, aber die iiblichen
negativen Auswirkungen von Blackboxes sind hier nicht zu befiirchten, denn
die Bedeutung der Antwort einer Blackbox ist klar: Ein Optimierungsalgo-
rithmus, angewandt auf eine Funktion f, gibt eine Stelle an, deren Funkti-
onswert moglichst klein ist. Man vergleiche das mit einer Beschreibung des-
sen, was die Ausgabe eines Algorithmus zur Losung einer Differentialglei-
chung bedeutet!
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Gummiband um Stange

Ein Gummiband (Spanngurt) wird an zwei Stellen A und B angehakt und um
eine Stange herumgeschlagen. Es rutscht an der Stange entlang, bis es eine
bestimmte Position erreicht hat. Verschiebt man es anschlieBend aus dieser
Position, rutscht es wieder zuriick. Zwei denkbare Lagen des Bandes sind in
der unten stehenden Skizze eingezeichnet.

Welche dieser Positionen ist nun die optimale? Das Band will sich ver-
kiirzen, um die Spannenergie zu minimieren, also sollte die Gesamtlinge des
Bandes minimiert werden. Wenn man die Stange als x-Achse eines Koordi-
natensystems wéhlt, kann der Beriihrpunkt mit Koordinaten (xl0) angenom-
men werden. Fiir A und B wihlt man erstmal einfache Zahlenpaare, z.B.
A(0I5), B(104). Dann  betrigt die  Gesamtlinge  offenbar

L=/52+x2+,/(10—x)2+42.
Sobald diese Einsicht gewonnen ist, kann man auf viele verschiedene
Arten weiterkommen:

» Man verifiziert, dal die experimentell gefundene Konfiguration
tatsdchlich zu einer kiirzeren Linge fiihrt als alternative.

= Man tabelliert die Funktion mit einer Tabellenkalkulation und sucht
darin das Maximum von Hand.

» Man lidBt ein Minimum der Funktion suchen durch einen als Blackbox
gegebenen Algorithmus, z.B. in einer Tabellenkalkulation.

= Analysis tut's auch, ist aber erstaunlich miithsam in diesem Beispiel,
weil die Ableitungen der Wurzeln die Dinge kompliziert machen.

Stange

In diesem Beitrag werden alle Probleme mit dem Solver der Tabellen-
kalkulation Excel ermittelt. Fiir das vorliegende Beispiel ist die Tabelle
iibersichtlich, ebenso die Formeln in den Zellen (die Zelle B1 wurde in X
umbenannt):
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A | E |
1 |FPosition x £ A5555550
2
3 [Linge AF 7 47423558
4 |Lange PB § 97933847
5 |Gesamtlange 13 453624
B

A | E |

1 |Position 5 AHAA55E55352TE
2
3 |Lange AP =WIUIRZEL (2 +57)
4 |Linge PB =WUIRZEL((10- )2 +472)
5 |Gesamtlange =B3+B4
[

Um aus einem weitgehend beliebigen Startwert diese Losung zu erhalten,
ruft man aus dem Extra-Menii den Solver auf und wihlt die folgenden,
grofBtenteils selbsterkldrenden Einstellungen:

ik

Tielzelle: $E45 . Liisen
Ziehwert: C Max O Mn  Wert: fo schifien |
~erdnderbare Zellen:
|$B$1 :"J Schatzen
Mebenbedingungen: Optionen. .
;I Hinzufligen

fndern
Zuriicksetzen

a4l
il

;I Loschen
HilFe

Natiirlich ist das hier gestellte Problem ein Klassiker und dquivalent zu Ver-
sionen in verschiedenen StraBenbau-, Wasserhol- oder Feuerwehreinklei-
dungen (Schupp 1992). Klar ist deswegen auch, dass es eine einfache geo-
metrische Losung durch Spiegeln gibt, und diese sollte man selbstverstind-
lich mit den Schiilern auch besprechen. Der entscheidende Punkt hier ist
aber, dass man mit der Optimierung durch den Solver ein sehr allgemeines
Werkzeug zur Verfiigung hat.
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Gewicht am Faden

Ein diinner Faden der festen Linge L wird an zwei Haken A und B, die (da-
mit es nicht zu einfach wird) nicht gleich hoch sind, befestigt. An den Faden
wird ein Massestiick gehingt, das auf ihm reibungsfrei gleiten kann. Es zieht
den Faden nach unten und verleiht ihm einen Knickpunkt P. Bildlich sieht
das dann folgendermallen aus:

A

Wenn man sich nun Koordinaten fiir die Aufhingepunkte (z.B. A(0I5),
B(312)) und einen Wert fiir die Fadenlénge (z.B. L=8) vorgibt, wohin rutscht
P? Natiirlich wird die potentielle Energie minimiert, d.h. die y-Koordinate
von P wird minimal unter der Nebenbedingung, dass die Strecken AP und
PB zusammen die vorgegebene Linge L besitzen. Damit ist die Modellbil-
dung abgeschlossen und wir konnen im Modell nach einer Losung suchen.
Es gibt sehr viele Arten, dieses Optimierungsproblem zu 16sen. Bei der
Suche nach einer allgemeinen Methode nutzen wir wiederum den Solver von
Excel.
Schritt 1: Erstellen einer Arbeitsmappe mit den entscheidenden Formeln und
Informationen:

A B C D | E . F

1 Fosition der Masse Px )

2 X y

3 |P 1.5 2 Abstand P, A 335410157
4 A 1] 5 Abstand P, B 1.5
5 B 3 2 Fadenlange 4 85410157
= “Yorgegebene Lange o

Die Formeln in den Zellen sehen so aus:

(I B e E | F
1] Paosition der |
2 X ¥
3P N5 2 Abstand P, A =WUIRZEL((B3-B4)"2 HT3-C412)
4 A 0O 5 Abstand P, B =WURZEL((B3-B5)"2 HTC3-Ca12)
5 B 3 2 Fadenlange =F3+F4
& “orgegebene Lange 3
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Schritt 2: Aufruf des Solvers und Angabe, dass C3 minimiert werden soll
und dabei B3 und C3 variiert werden diirfen, wobei F5=F6 einzuhalten ist.
Im Solver-Menii sieht das folgendermal3en aus:

Solver-Parameter

Zielzelle: otz S Léisen

Ziglwert: i Max * Min et |EI = cHisfien
Yeranderbare Zellen: -

[$B43:4043 S Schétzen

-Mebenbedingungen:

$F4$5 = $F4o J Hinzufiigen

Optionen...

Andern

J Lischen

Zuriicksetzen

adl
d ]

Hilfe

Schritt 3: Nach Klick auf den Losen-Button findet Excel P=(2,1071-0,208).
Damit ist das Problem gelost. Ein schnell aufgebautes Experiment bestétigt
die Korrektheit.

Eine Riickschau: Zur Problemlosung muss das physikalische Optimie-
rungsproblem mathematisch modelliert werden und zwar soweit, dass die zu
minimierende Grofle und die Nebenbedingungen als Term bzw. Gleichungen
vorliegen. Dann kann der Computer die (numerische) Losung {ibernehmen.

Das Problem des Gewichts am Faden kann auch durch Differentialrech-
nung gelost werden (reichlich miihsam) oder durch eine elementare geome-
trische Uberlegung: Angenommen, P sei schon in optimaler Lage. Dann
spiegelt man B an der Waagerechten durch P, so dass also PB und PB’
gleich lang sind. Dann liegen A,P,B’ auf einer Geraden (sonst konnte man
B’ und damit P tiefer ziehen) und die Entfernung AB’ ist gleich L. Wenn
umgekehrt der Punkt P noch nicht bekannt ist, kann er mit dieser Idee kon-
struiert werden: Man schligt einen Kreis mit Radius L um A. Der Schnitt
mit der Vertikalen durch B liefert B’. Die Mittelsenkrechte von B und B’
schneidet AB’ in P. En passant sei bemerkt, dass P auf einer Ellipse mit
Brennpunkten A und B liegt — schlieBlich haben wir hier unmittelbar die
Girtnerkonstruktion vor uns.

Diese schone geometrische Losung hat leider den Nachteil, dass sie
problemspezifisch ist: Variationen des Problems erfordern grundsitzlich
neue Uberlegungen. Die rechnerische Losung dagegen — und sei sie auch mit
der Kriicke Computer ermittelt — bahnt den Weg zur Beherrschung einer
riesigen Problemklasse.
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Fermatpunkt

Der Fermatpunkt eines Dreiecks ABC ist derjenige Punkt P, der die Ab-
standssumme |API+IBPIHICPI minimiert. Dies ist dquivalent zu einer Ener-
gieminimierung: Man bohrt in eine horizontale Platte an den Stellen A,B und
C Locher und steckt durch diese Locher drei Fiden mit drei gleich groflen
Gewichten daran. Die Fadenenden oberhalb der Platte werden zu einem
Knoten von drei Fidden verknotet. Dieser Knoten wird dann zum Fermat-
punkt rutschen, denn die Fadenldnge insgesamt ist konstant. Die Lageenergie
der Gewichte ist umso kleiner, je ldnger die nach unten hingenden Faden-
stiicke sind, also je kiirzer der Fadenanteil ist, der oberhalb der Platte ,,ver-
braucht* wird.
Die Excel-Realisierung (vgl. Farbbild 13):

A | B [ ¢ | b [ E |
1 |Fermatpunkt
2
3 |Dreieck ¥ ¥ Ahstand zu P
4 |A 1 2 2 B1646694
5 |B 5 1) 213640845
B |C 4 4 149632926
7 Summe: B 24920465
g
9
10 |P 355319156 2 57193717
11
12
13 4
14
15 45
16 4 *
17 35
o/ |
0 25 L 2 3
21 2 . 4
22 15
23 1
24 05 ?
25 '
26 0
27 0 1 2 3 4 5 B
23
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Kettenlinie

Eine hingende Kette oder Schnur (entscheidende Charakteristika: biegsam,
nicht langenelastisch, homogene Massenverteilung) zeigt einen charakteristi-
schen Verlauf, der auf den ersten Blick (wie andere differenzierbare Kurven
in der Nihe eines Minimums auch) einer Parabel dhnelt, von dieser sich aber
doch unterscheidet.

Wir nehmen an, die Kette sei an den Punkten (xolyy) und (xglyg) fest ge-
halten und besitze die Linge L.

Die entscheidende Vereinfachung kommt durch eine diskrete Modellie-
rung: Der Verlauf der Kette wird gegeben durch die diskreten Punkte (xly;),

. [
i=0..n. Die x-Stellen kann man fest vorgeben, z.B. x, = x, +—- (xE - xo) .
n

Die Variablen y, und y, sind dann durch die Authingepunkte gegeben, wih-
rend die Variablen y,, i=1..n-1 die Optimierungsvariablen sind. Minimiert
wird die potentielle Gesamtenergie, also die Summe der Energien der ein-
zelnen ,,Segmente. Diese ist proportional zur Lange und zur mittleren Ho-
he der Segmente. Damit ist die Anlage des Tabellenkalkulationsblattes klar:

A | B | C | O | E |
1 |Hangende Kette
2
3 |Lange= 12 x0 0
4 w0 ]
5 |n= 10 xE 5
5] yE 7
7
g2 | ¥ Segmentlange Hohe Energie
g a ]
10 05 305163783 2001311159 403031391 3 06593323
11 10 19155832 1260376424 2 48361051 311169992
12 1560 127098445 0315786463 1459328352 129977935
13 2 056E93495 0585133924 111895571 0 G5480283
14 25 02731712 0501567119 0947126056 047504723
15 3114174704 0544040616 1 03453203 056282747
16 356 1BE34993F 0722651701 14026232 1 01350304
17 4 ZE2ENFAR 1083582834 214416342 2 32337867
18 445 428590578 1715560499 3 44536313 5 9073747
19 ] 7 2778434061 553295439 15 BER4264
20
21 Gesarmtlangs 12 Ges-Energie | 39 0772453
22

Die Formeln in den Zellen zeigt die ndchste Abbildung:
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Die Pythagoras-Formeln in den Zellen C10 bis C19 sind so lang, dass sie
nicht vollstindig zu lesen sind. In C10 steht beispielsweise:
=wurzel ((B10-B9) "2+ (A10-A9) "2)

Die Energieminimierung unter der Nebenbedingung, dass die addierte
Lénge aller Segmente gleich der vorgegebenen Lénge ist, gibt man dann in
den Solver ein:

ik

Tielzelle: $E$21 . Liisen

[sE$10:9B415 ] schatzen
—Mebenbedingungen: opkionen, .,
$Ch21 =L ~|  Hinzufiigen

fndern
Zuriicksetzen

a4l
i

;I Loschen
HilFe

Das Ergebnis sieht aus, wie man es erwartet (vgl. Farbbild 14):
g
7

: /
5 /

Was lernen die Schiiler bei einem solchen Zugang zur hingenden Kette?
Natiirlich keinerlei Differentialrechung. Weder Differentialgleichungen noch
die Minimierung von Funktionalen werden thematisiert. Deren Funktion
wird zur einen Hélfte (Gewinnung von konkreten Zahlen) durch die Black-
box des Optimierungsalgorithmus ersetzt, zur anderen Hilfte (Gewinnung
einer analytischen Beschreibung der Kurve, Gewinnung einer durch die
Aufhingepunkte und die Kettenlinge parametrisierten allgemeinen Losung)
komplett ignoriert. Dieser Verzicht auf wichtige und schone Mathematik ist
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aber notwendig, um das Problem auch Schiilern der Sekundarstufe I zugéing-
lich zu machen. Diese profitieren in verschiedenen Bereichen:

» Sie lernen exemplarisch die eingangs erwihnte Berechenbarkeit der
Welt kennen.

= Sie lernen das Konzept der Diskretisierung kennen.

» Sie benutzen den Satz des Pythagoras, um geometrische Aussagen
durch Gleichungen zu modellieren.

= Sie benutzen funktionale Modellierung mit Funktionen in mehreren
Verinderlichen, um die Gesamtenergie zu beschreiben.

Wichtig fiir weitere Ubungen sind Variationsmoglichkeiten. Diese gibt es
zur Geniige:

= In der Mitte héngt ein zusitzliches Gewicht.

= Die Kette ist elastisch. Eine Verldngerung um AL erfordert aber eine
Energie von AL2

=  Zwischen den Punkten (0I0) und (10I0) ist eine Schnur (z.B. der Lin-
ge 31) befestigt. In welche Form muss man sie legen, damit zwi-
schen x-Achse und Kurve der grofte Fliacheninhalt entsteht?

Fazit

Die Anwendung leistungsfihiger, aber von ihrer Bedeutung her leicht ver-
standlicher Methoden der Computermathematik auf physikalische Systeme
lohnt sich, weil im Modellierungsschritt, also im Aufstellen der Zielfunktion
und der Gleichungen fiir Einschrinkungen, interessante Mathematik, insbe-
sondere Algebra und Geometrie, getrieben wird, und weil die Problemstel-
lungen meist so sind, dass man eine gewisse Intuition hat, wie die Losung
wohl aussehen wird. Das Ergebnis der Rechnung wird daher mit Erwartun-
gen seitens des Lernenden konfrontiert und genau diese Konfrontation ist es,
an der sich mathematische Vorstellungen des Lernenden ebenso wie An-
nahmen im Modellierungsprozess bewihren oder an der sie falsifiziert wer-
den konnen. Es zeigt sich bei diesen Anwendungen erneut, was ich schon an
anderer Stelle fiir die Nutzung von Computeralgebrasystemen postuliert
habe: Entscheidend fiir den Lernprozess ist das Vorliegen von Erwartungen.
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50 Jahre Wankelmotor —
Geometrische Aspekte eines ficheriibergreifenden
Schiilerprojekts

Summary

The article illustrates geometrical aspects of a pupil's project to the Wankel
engine on the occasion of its 50" birthday in 2007.

Vorbemerkung

Einen Tag nachdem am 9. November 1989 die Mauer fiel, formulierte Willy
Brandt vor dem Schoneberger Rathaus in Berlin die historischen Worte:
,Jetzt wichst zusammen, was zusammen gehort”. Zuvor gab es in den 60er
Jahren bereits Versuche, zumindest im technischen Bereich West und Ost
zusammen wachsen zu lassen. Manch einer wollte ihn gar auf DDR-Auto-
bahnen gesehen haben: einen pfeilschnellen Trabbi mit Wankelmotor von
NSU. Die Mehrzahl der ,,Ossis* hielt das jedoch eher fiir ein Geriicht, was
bei der Geheimhaltung, die in der DDR ja oberstes Staatsgebot war, nicht
unverstindlich ist. In der Tat gab es in den 60er Jahren ein Lizenzabkommen
des DDR-Automobilbaus mit NSU beziiglich zweier Wankelmotoren. Diese
wurden zumindest im Experimentierstadium in Autos der Marke Trabant
und Wartburg eingebaut. Das Experiment scheiterte. Wahrscheinlich lag es
an beiden Seiten. In unzuldngliche Ostautos sollte ein sehr problem-
behafteter Westmotor eingebaut werden.

Etwas spéter in den 80er Jahren gelang es ein wenig besser. In Zwickau
liefen Trabbis mit Motoren von VW vom Band. Die 80er Jahre scheinen die
Zeit der groflen politischen Worte zu sein. Der Trabbi mit Polomotor asso-
ziiert das Gorbatschow-Zitat ,,Wer zu spit kommt, den bestraft das Leben.*
Die Wende holte den Trabbipolo ein und er verschwand von der Bildflache.
Heute taugt er im Gegensatz zu seinen Vorgingern nicht einmal mehr zum
Nostalgieobjekt.

Um den Trabbipolo ist es nicht schade. Sein Verschwinden wurde ja da-
durch begriindet, dass die Grundlagen eines echten Zusammenwachsens
zwischen Ost und West gelegt wurden. Ein Prozess, von dem wir heute wis-
sen, dass er letztlich problematischer ist als die Verwendung von Lizenz-
motoren in Plastikautos.

Das, was sich im groBlen gesellschaftspolitischen Rahmen immer wieder
als duBlerst schwierig prasentiert, klappt im personlichen Bereich hiufig
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problemlos. Zumindest zeigte die jahrelange Zusammenarbeit von Prof. Dr.
Ast und dem Autor, dass Ostberlin und Baden/Schwaben zusammenwachsen
konnen.

Das Jubildaum

Wir schreiben das Jahr 2007. Es ist das Jahr des 50. Geburtstages eines
Motors, der immer wieder ob der ihm zugrunde liegenden genialen Idee,
aber auch wegen seiner Probleme im praktischen Betrieb fiir Schlagzeilen
sorgen sollte: der Wankelmotor. Sein Erfinder Felix Wankel hatte die Idee
bereits 1927 im Alter von 25 Jahren. Bis zu ihrer ersten erfolgreichen prakti-
schen Umsetzung gingen 50 Jahre ins Land. Am 1. Februar 1957 lief ein
Prototyp der DKM 54 bei NSU in Neckarsulm ldngere Zeit mit Erfolg.

Das Projekt aus allgemeiner fachiibergreifender Sicht

Ein solches Jubildum ist ein geeigneter Aufhiinger fiir ein fécher-
tibergreifendes Projekt mit Schiilern der Sekundarstufe I. Hinsichtlich der
Fécher Physik und Technik steht die Funktionsweise des Motors im Vorder-
grund. Allgemein bekannt ist, dass der Wankelmotor nach einer anfing-
lichen Euphorie in den 60er Jahren von vielen Autobauern auch fiir den
Bereich der Forschung als nicht mehr relevant angesehen wurde. Die Griinde
hierfiir sind u.a. in der Olkrise der 70er Jahre zu suchen. Ein Blick auf die
Preisanzeigen der Tankstellen zeigt die Aktualitit des Themas. Offen-
sichtlich sind die Beziige zu den Fichern Geschichte, Wirtschaftslehre und
Politik.

Jeder Motor hat gewisse mathematische Grundlagen. Ein Bezug des
Projekts zum Mathematikunterricht ergibt sich insbesondere durch die geo-
metrischen Objekte, die der Funktionsweise des Wankelmotors zugrunde
liegen: Kreise, Kreisbogen, Dreiecke und eine besondere Rollkurve. Letztere
wird durch das Zusammenspiel der zuvor genannten Objekte erzeugt. Eine
Untersuchung der Entstehung der Kurve, die die Form des Motorgehéduses
entscheidend bestimmt, schult das geometrische Vorstellungsvermogen der
Schiiler. Geradezu inflationér und sie damit eher zu nichtssagenden Schlag-
worten verkommen lassend gebraucht die heutige Mathematikdidaktik die
Begriffe Anwendungs-/Realitdtsbezug und Modellierung. Die Model-
lierungs- und Anwendungsaspekte des Projektes sind evident. Ihre Einbet-
tung in eine pddagogiklastige Theorie, die nichts weiter ist, als eine pseudo-
wissenschaftlich verbrdmte Formulierung von Allgemeinplitzen, strebt der
Autor hier und auch in Zukunft nicht an.

Der jahrzehntelange Kampf von Felix Wankel gegen alle moglichen
Widerstinde und Schwierigkeiten, die sich der Umsetzung seiner Idee von
einem verschleiBarmen und laufruhigen Motor entgegenstellten, notigt
hochste Achtung ab. Wegen seiner langen Schaffensperiode in Heidelberg
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diirfte eine Recherche iiber das Leben von Felix Wankel insbesondere fiir
Schiiler aus der Kurpfalz interessant sein. Fiir den schwibischen Schiiler
ergibt sich ein besonderer Bezug durch die Arbeit von Wankel fiir NSU in
Neckarsulm (heute Audi). Restlos begeistert von Wankel werden wohl fast
alle Schiiler Deutschlands sein, wenn sie bei ihren Recherchen erfahren, dass
der groB3e Erfinder und Autodidakt zeitlebens eine Abneigung gegen mathe-
matische Formeln hatte.

Materialien zu Wankel und seinem Motor finden die Schiiler ausreichend
und kostenfrei im Internet. Der Medienpiddagoge erkennt jetzt, dass auch die
Informatik in das Projekt involviert ist. Gerne iiberlésst es der Autor diesen
Kollegen, eine ,,abenteuerliche Spurensuche im Internet®, also ein WebQuest
zu generieren. Man konnte auch Linksammlung sagen. Der Leser findet sie
im Anhang.

Wirkliche Beziige zur Informatik erhélt das Projekt etwa dadurch, dass
die Arbeitsweise des Motors als Algorithmus betrachtet wird. Die Program-
mierung eines Motormodells konnte sich anschliefen. Letzteres diirfte dann
jedoch die informatischen Kenntnisse der Schiiler in der SI iiberschreiten.

Kenntnisse aus dem Bereich der informationstechnischen Grundbildung
sind allerdings ausreichend, um Motorenmodelle ggf. in stilisierter Form zu
erstellen. Sicherlich findet man derartiges auch im Internet. Zur informa-
tionstechnischen Grundbildung gehort jedoch auch das Wissen zum Ge-
brauch von Bildern, auf denen ein Copyright steht.

Das Projekt Wankelmotor bietet eine Fiille an fachiibergreifenden Fra-
gestellungen. Im Rahmen eines Artikels wie dem vorliegenden ist es nicht
moglich, alle Aspekte des Projekts gleichermaflen zu illustrieren. Aus die-
sem Grund erfolgt eine Konzentration auf geometrische Grundlagen des
Motors. Konkret wird es darum gehen, eine stilisierte grafische Darstellung
eines Wankelmotors zu generieren.' Dieses soll mittels dynamischer Geo-
metriesoftware und Tabellenkalkulation geschehen.

AuBerhalb der geometrischen Fragestellungen lag es dem Autor am
Herzen, das Leben Felix Wankels in wenigen kurzen Punkten darzustellen.
Neben dem Motor selbst diirfte sein Erfinder eine motivierende Wirkung fiir
das Projekt haben.

Die Projektvorstellung wire ohne den Hinweis auf ein spezielles
Museum im Heidelberger Raum nicht vollstindig. Es handelt sich um das
Museum Autovision in AltluBheim. Ein Besuch dieses Museums ist nicht
nur fiir das Projekt von unschitzbarem Wert. Es ist nicht gerade iiblich, dass
jeder Besucher eines Museums kostenfrei und ohne Einschrinkungen foto-
grafieren und die Fotos dann auch noch beliebig weiter verwenden darf. Der
Autor bedankt sich ganz herzlich bei den Betreibern von Autovision fiir
diese Moglichkeiten. Alle Fotos im vorliegenden Artikel wurden im
genannten Museum geschossen.
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Prinzipielle geometrische Grundlagen des Wankelmotors

Die Genialitit der Wankel’schen Idee kommt bereits in der Typen-
bezeichnung zum Tragen: DKM steht fiir Drehkolbenmaschine.” Sowohl der
Innenlédufer (der Kolben) als auch der AuBlenldufer fiihren reine Drehbewe-
gungen aus. Insbesondere diese Simplizitit der Kolbenbewegung verhief3
Laufruhe und VerschleiBarmut. Geometrisch vereinfacht gesehen ist der
Kolben ein extrudiertes Reuleaux-Dreieck, ein spezielles Gleichdick. Unter
einem Gleichdick versteht man eine Kurve konstanter Breite: Zu einem
Gleichdick existiert ein umschreibendes Quadrat derart, dass bei geeigneter
Rotation stets alle 4 Seiten des Quadrates durch das Gleichdick beriihrt
werden.

Die Form des inneren Teiles des AuBlenldufers wird maBigeblich durch
eine spezielle Epitrochoide bestimmt (Abbildung 1).

Neben anderen Schwierigkeiten war der DKM schon wegen des
Umstandes, dass sich die Ziindkerzen im rotierenden Liufer im Inneren des
Motors befanden, praktisch nur schwer umzusetzen. Aus diesem Grunde
dnderten die Ingenieure von NSU die Kinematik der DKM zu der der
Kreiskolbenmaschine (KKM). Bei der KKM rotiert der Auflenldufer nicht
mehr. Er bildet praktisch das Gehduse des Motors (Abbildung 2).

Gl

Abb. 1: Drehkolbenmaschine Abb. 2: Kreiskolbenmaschine
(vgl. Farbbild 16) (vgl. Farbbild 17)

Der Kolben dreht sich auf einer Exzenterwelle. Damit vollfiihrt er eine

Planetenbewegung. Die Ecken des Gleichdicks beschreiben die Epitrochoide
des Motorgehduses.

Der Erfinder

Felix Wankel war das, was man den ,.klassischen Tiiftler nennt. Geboren
wurde er am 13. August 1902 im badischen Lahr (Ortenaukreis). Sein Vater
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iiberlebt den 1. Weltkrieg nicht. Mit 13 Jahren zieht er mit seiner Mutter
nach Heidelberg und lebt dort in der Bergstrae 29. Er besucht das
Gymnasium in Weinheim, verlédsst dieses allerdings schon in der Unter-
prima. Es sind insbesondere die Ficher Mathematik und Physik, die Wankel
Schwierigkeiten bereiteten.

In Heidelberg macht er eine Ausbildung, die so rein gar nichts mit sei-
nem spiteren Wirken zu tun hat: Er erlernt den Beruf des Verlagskaufmanns.
Sein Arbeitsplatz im Verlag Carl Winter in Heidelberg (heute Universitéts-
verlag Winter GmbH) offeriert ihm die Lektiire der Biografien bedeutender
Wissenschaftler und Ingenieure. Wankel beschlie3t, selbst ein Erfinder zu
werden und das, ohne jemals studiert zu haben.

In den 20er Jahren des vorigen Jahrhunderts richtete sich Wankel in der
KleinschmittstraBBe 8 in Heidelberg eine kleine Experimentierwerkstatt ein.
Der Vater eines Freundes stellte ihm seinen dortigen Abstellraum zur Verfii-
gung. Wankel begann, mit Motoren zu experimentieren. 1927 rollte aus sei-
ner Werkstatt die erste Fahrmaschine. Wankel begann in dieser Zeit mit Ex-
perimenten zu Drehkolbenmotoren.

In der Zeit des Nationalsozialismus erfuhr Wankel durch die Riistungs-
industrie eine gewisse Unterstiitzung. Er richtete sich ein Forschungslabor in
Lindau am Bodensee ein, welches nach dem Krieg durch die Alliierten zer-
stort wurde.

Die Industrie war weiterhin an Wankel interessiert und ermoglichte ihm,
die Fortsetzung seiner Versuche zu einem Motor, der praktisch ohne Ventile
auskommt. Insbesondere war es die Firma NSU, die an die Idee von Wankel
glaubte. 1960 lief in Neckarsulm ein NSU Prinz III mit einem KKM 250.
1963 wurde auf der IAA der NSU Wankel Spider (Abbildung 3) ausgestellt.
Ein Jahr spiter war er verkaufsreif. Obwohl der Wankelmotor in der Praxis
immer wieder Probleme bereitete, erwarben viele Firmen Lizenzen. Felix
Wankel hatte dadurch bis an sein Lebensende keinerlei finanzielle Probleme.
Mazda baut bis heute Automobile mit Wankelmotor. Abbildung 4 zeigt
einen Vorginger des heutigen Modells RX 8, dessen Wankelmotor 2004
zum ,,Motor des Jahres* gewéhlt wurde.

—— TS ITETEE

Abb. 3: Wankel Spider Abb. 4: Mazda RX7
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1969 erhielt Felix Wankel die Ehrendoktorwiirde der Technischen Hoch-
schule Miinchen. Ein Jahr spidter wurde ihm das GroBe Bundesver-
dienstkreuz verliehen.

Felix Wankel starb nach schwerer Krankheit am 9. Oktober 1988 in
seinem Haus in Heidelberg. Sein Grab befindet sich auf dem Bergfriedhof in
Heidelberg.

Wankels personliches Auto als Ideengeber fiir das Projekt

Wankel besal} zeitlebens keinen Fiihrerschein. Trotzdem hatte er ein eigenes
Auto, einen Mercedes 350 SL. Auf Wunsch von Wankel wurde dieser mit
einem Wankelmotor ausgestattet, wie er damals von Daimler Benz fiir den
C111 Sportwagen gebaut wurde. Felix Wankel verfligte damit iiber den
schnellsten SL, den es jemals gab.

Dieses Automobil kann als Aufhinger fiir die geometrischen Aspekte
des Projektes dienen. Wankel kennzeichnete die Besonderheit seines Autos
durch eine entsprechende Applikation an der Heckklappe seines SL: eine
stilisierte Darstellung der Idee der Kreiskolbenmaschine (Abbildung 5). Eine
solche soll im Folgenden generiert werden.

Abb. 5: Wankels 350 SL, Applikation
an der Heckklappe

Generierung des Kreiskolbens

Zur Generierung der stilisierten Darstellung der Drehkolbenmaschine eignet
sich eine dynamische Geometriesoftware (DGS). Fiir den vorliegenden
Artikel wurde Sketchpad verwendet, es kann jedoch auch jedes der gingigen
Systeme wie etwa Dynageo oder Cinderella verwendet werden.

Recht gut erkennt man das Prinzip des Kreiskolbens. Die Konstruktion
des Reuleaux-Dreiecks diirften die Schiiler selbst entdecken: Wir konstruie-

ren zunichst ein gleichseitiges Dreieck ABC mit der Seitenldnge a. Dann
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konstruieren wir Kreisbogen um die Eckpunkte des Dreiecks ABC mit dem
Radius a.

Der schwierigere Teil der Konstruktion unserer stilisierten Darstellung
ist die Konstruktion der Epitrochoide.

Untersuchung der Abrollverhiltnisse der Planetenbewegung

Zur Untersuchung der Entstehung der Epitrochoide wird ein Wankelmotor
(Abbildung 6) genauer betrachtet. Die Schiiler erkennen am Schnittmodell,
wie die Epitrochoide prinzipiell entsteht. Der innere Kreis des Kolbens rollt
gleitfrei auf einem kleineren Kreis ab, wobei sich dieser kleinere Kreis im
Inneren des abrollenden Kreises befindet. Jede der Kolbenecken beschreibt
die Kurve, die wir zu generieren haben. Fiir die Form der Kurve scheint es
notwendig, die Verhiltnisse der beiden Kreise zu untersuchen. Sowohl das
Auszdhlen der Zdhne als auch die Messung der Radien dieser beiden Kreise
verweist auf das Verhiltnis 2:3.

Abb. 6: Schnitt durch einen
‘Wankelmotor

Didaktische Bemerkungen zur Generierung der Trochoide
mit Schiilern der SI

Im speziellen Fall der Epitrochoide im Wankelmotor iiberlagern sich zwei
Drehungen. Jede fiir sich ldsst sich durch entsprechende Drehwinkel hinrei-
chend beschreiben. Den Zusammenhang zwischen den beiden Drehwinkeln
herzustellen, ist das eigentliche Problem.

Das Problem wird dadurch verschirft, dass man Bogenldngen betrachten
muss. In seiner Arbeit mit Schiillern und Studierenden fiir ein Lehramt
musste der Autor immer wieder die zumindest hinsichtlich der Studierenden
erschiitternde Erfahrung machen, dass die Verwendung von Kreisbogen-
langen und WinkelgroBen in Bogenmal} eine, gelinde gesagt, gewisse Hiirde
darstellt.
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Ein vorschneller Ubergang zu einer geschlossenen Parameterdarstellung,
wie er etwa hiufig in Publikationen zu Rollkurven angestrebt wird, verbietet
sich damit. Wankels Abneigung gegen Formeln mathematikdidaktisch posi-
tiv umsetzend, sollte auf eine solche geschlossene Darstellung in der SI
tiberhaupt verzichtet werden. Die verwendeten Werkzeuge DGS und Tabel-
lenkalkulation erlauben nicht nur, sondern fordern modulares Arbeiten gera-
dezu heraus. Eine Generierung der Trochoide auf der Basis zweier Module
erzeugt die Kurve ebenso, wie die Verwendung einer in sich geschlossenen
Parameterdarstellung.

Bei aller Vereinfachung bleibt die Verwendung zweier Parameter. Dies-
beziiglich reicht es aus, von Drehwinkeln zu sprechen. Es wird sich zeigen,
dass bei der Verwendung von DGS diese Winkel im Gradmal} sein kdonnen.
Ihre gemeinsame Abhingigkeit ist das eigentlich zu 16sende Problem. Das
Problem vereinfacht sich, wenn es nicht deduktiv, sondern empirisch induk-
tiv gelost wird. Der tlibernichste Abschnitt wird dieses verdeutlichen.

Wenn auch der Zusammenhang der beiden Drehwinkel das schwierigste
der zu 16senden Probleme ist, wire es doch unehrlich, alles andere als trivial
abzutun. Ein weiteres Problem tut sich dadurch auf, dass der Mittelpunkt des
abrollenden Kreises sich auf einem Kreis bewegt, der im Wankelmotor
materiell gar nicht existiert. Wir wollen ihn im Folgenden deshalb den ,,vir-
tuellen Kreis* nennen. Der folgende Abschnitt zeigt, wie die Schiiler diesen
virtuellen Kreis entdecken konnen.

Die Entdeckung des virtuellen Kreises

Auch wenn Motormodelle recht anschaulich und Computeranimationen zur
Generierung von Rollkurven recht instruktiv sind: auf die, wie der Osterrei-
cher sagt, ,hidndische” Erzeugung von Rollkurven auBerhalb jeglicher
Elektronik sollte und darf nicht verzichtet werden. Letzteres ldsst sich mit
einem Spirographen bewerkstelligen.’

Speziell miissen die Schiiler bei diesen Experimenten untersuchen, auf
welch einer Kurve sich der Mittelpunkt des abrollenden Kreises bewegt. Das
Ergebnis Kreis bleibt trotz aller Konkretheit des Spirographen eine Vor-
stellung in den K&pfen der Schiiler.

Konkreter wird er durch den Einsatz eines DGS. Mit diesem
konstruieren wir zunéchst den kleinen Kreis k, auf dem der grofe Kreis K
abrollt. Wir haben ja bereits untersucht, dass die Radien dieser beiden Kreise
sich wie 2:3 verhalten. Es liegt nahe, fir den Radius r von k 2cm
festzulegen.

K und k haben genau einen Beriihrungspunkt B und damit in B genau
eine gemeinsame Tangente f. Diese Tangente steht senkrecht auf dem
Beriihrungsradius. Der Mittelpunkt M von K liegt damit auf dem Strahl BO*
und zwar im Abstand von 3 cm zu B. Eine Animation von B auf k zeigt bei
gleichzeitigem Tracing von M den gesuchten Kreis. Logischerweise hat er
einen Radius von 1 cm.
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Abbildung 7 zeigt das Ergebnis der Animation von B auf k. Leicht ist
man jetzt geneigt, in eine Sackgasse zu laufen: Eigentlich brauchte man doch
nur das Reuleaux-Dreieck als Kind des Kreises K zu konstruieren, einen
Eckpunkt dieses Dreiecks als Tracingpunkt festzulegen, B zu animieren —
und schon beschreibt der gewihlte Eckpunkt die gewiinschte Kurve.

Zum entdeckenden Lernen® gehort auch, auf Irrwege zu geraten. Lassen
wir sie also zu. Nichts hilft mehr, als eigene Fehler zu erkennen. Abbildung
8 holt uns auf den Boden der Tatsachen zurtick. Leider beriicksichtigen DGS
nicht die physikalischen Gesetze der Reibung. Das Reuleaux-Dreieck dreht
sich somit nicht um M, sondern mit M und B nur um O.

B K
Abb. 7: ,Virtueller Kreis‘ Abb. 8: Ein Fehlversuch zur Generierung
(vgl. Farbbild 18) der Epitrochoide (vgl. Farbbild 19)

Die Beriicksichtigung der Reibung zwischen den beiden Kreisen bedeu-
tet, die Drehung des Reuleaux-Dreiecks um M selbst zu organisieren. Der
Leser merkt, dass wir am ,,Knackpunkt®“ des Problems angekommen sind.
Der Zusammenhang zwischen dem Drehwinkel der Drehung von M um O
und dem des Reuleaux-Dreiecks um M muss untersucht werden. Hierzu wird
von uns eine bereits fertige Datei eingesetzt, welche die Schiiler beziiglich
der genannten Drehwinkel genauer untersuchen.

Untersuchung des Zusammenhangs der beiden Drehwinkel

Den Schiilern wird eine Datei zum Experimentieren bereit gestellt.” Diese
konnte so gestaltet sein, dass die Schiiler durch systematisches Probieren
versuchen, das richtige Verhiltnis der beiden Drehwinkel zu finden. Fiir
diesen Artikel wurde jedoch eine Applikation in Betracht gezogen, die
bereits das richtige Verhiltnis implementiert hat. Den Schiilern obliegt es
nun, dieses Verhiltnis zu erkennen. Mit « sei der Drehwinkel von M um O
bezeichnet. Die Schiiler stellen verschiedene Werte fiir ¢ ein, drucken die
entsprec6hende Konstellation aus und messen auf dem Ausdruck geeignete
Winkel.
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Abb. 9: Empirische Bestimmung des Verhiltnisses der beiden Drehwinkel
(vgl. Farbbild 20)

Entsprechend der Bezeichnungen in Abbildung 9 ergeben sich folgende
Zusammenfassungen der empirischen Untersuchung.

e Der Winkelox = ZGOM , den der Mittelpunkt M von K auf dem
virtuellen Kreis iiberstreicht, ist nach dem Stufenwinkelsatz kongruent
zum Winkel ZEMF .

e Der Kreis K fiihrt beim Abrollen eine weitere Drehbewegung aus: Er
dreht sich um seinen eigenen Mittelpunkt. Der Punkt P; macht diese
Drehbewegung mit. Der Drehwinkel ist der Winkel ZEME .

e Unsere Messungen ergeben, dass die GroBe von ZEME gerade der
dritte Teil vom Drehwinkel ¢ist.

Natiirlich wurde das Verhiltnis der beiden Drehwinkel an keiner Stelle
bewiesen. Fiir die SI ist das gezeigte Vorgehen jedoch durchaus legitim.” Es
ist an der Zeit, dass die Schiiler die Trochoide mittels einer selbst erstellten
Applikation generieren.

Generierung der Epitrochoide mit einem DGS

Zunichst wird der virtuelle Kreis konstruiert, auf dem sich der Mittelpunkt
von K bewegt. Es bietet sich an, die Mittelpunktslage mit dem Radius 1 cm
zu wihlen. Fiir die Drehung des Mittelpunktes M auf diesem Kreis legen wir
zundchst einen Parameter « in Grad fest. M erhalten wir dadurch, dass ein
Punkt des virtuellen Kreises einer Drehung um den Koordinatenursprung mit
dem Drehwinkel ¢ unterworfen wird. Um M wird nun ein Kreis mit dem
Radius 3 cm generiert. Auf K legen wir einen Punkt C fest. Wir berechnen
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. . . o ..
einen zweiten Drehwinkel zu — . Den Punkt C unterwerfen wir einer Dre-
3

hung um M mit dem Drehwinkel 2 und erhalten den Bildpunkt C*. SchlieB3-
3

lich wird der Strahl MC" generiert. Ein geeigneter Punkt P auf diesem

beschreibt per Tracing bei der Animation des Parameters ¢ die Epitrochoide
(Abbildung 10).

104

Radius_"virtueller" Kreis = 1,00 cm

~Kzswwem | | | g=6000° | |

. |
J 5 =2000

Abb. 10: Generierung des ,Wankelmotorgehéduses“mittels Sketchpad (vgl. Farbbild 21)

Begriindung des Verhiltnisses der beiden Drehwinkel

Nach diesen Versuchen sollten die Schiiler geniigend Einblick in die Gene-
rierung der Kurve gewonnen haben, um das Verhiltnis der beiden Dreh-
winkel begriinden zu kdnnen:

Wir beziehen uns im Folgenden wieder auf Abbildung 9. Der Kreis K
rollt auf dem Kreis k ab. Dieses passiert ohne Schlupf, was in der Realitét
durch die Zahnridder gewéhrleistet wird. Das bedeutet, dass bei ein und dem-
selben Drehwinkel o auf beiden Kreisen dieselbe Bogenlédnge s iiberstrichen
wird. Auf dem Kreis k entspricht dieser Bogenldnge s der Winkel ¢. Da sich
die Radien der beiden Kreise K und k wie 2:3 verhalten, hat auf K der s ent-

2
sprechende Drehwinkel eine GroBe von Ea. Dieses scheint ein Wider-

1
spruch zu sein, da wir ja 50{ fiir diesen Drehwinkel empirisch bestimmt
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hatten. Dieser Widerspruch 16st sich durch die Berticksichtigung der Dreh-
richtung auf. Die Drehrichtung von M auf dem virtuellen Kreis und die
Drehrichtung von K um M sind wegen des Abrollens von K auf k entgegen-

gesetzt. Die GroBe des Drehwinkels ZEME , mit dem wir ja bisher die
Drehung von K um M beschrieben haben, berechnet sich damit wie

folgt:|ZEME | =|ZEMF|~|£E MF|= 0{—%0{ - % .

Ubergang zur analytischen Darstellung der Epitrochoide
mittels DGS

Ein Projekt fiir die SI und dann analytische Geometrie? Man assoziiert sofort
den Begriff Parameterdarstellung und gerade die sollte ja im Projekt laut der
vorangegangenen didaktischen Bemerkungen keine Rolle spielen. Wozu
auch, die Trochoide wurde durch die Schiiler generiert. Das Hauptproblem
der Konstruktion einer stilisierten Darstellung des Wankelmotors ist gelost.
Alles weitere sollte machbar sein. Natiirlich kann man sich mit dem
Erreichten beziiglich der Zykloide zufrieden geben. Zwei Griinde sprechen
dafiir weiter zu machen:

Die mittels des DGS erzeugte Kurve iiberzeugt nicht in ihrer Qualitét.
Wihrend alle sonstigen Objekte in der DGS-Zeichnung Vektorobjekte sind,
bleiben die getracten Objekte Pixelgrafiken. Diese sind nicht verlustfrei zu
skalieren, ihre Materialisierung mittels eines Druckers wird ,,pixelig® aus-
fallen. Abhilfe konnte eine diesbeziigliche Vektorgrafik schaffen. Fiir die SI
bietet sich die Verwendung eines Tabellenkalkulationssystems an. Eine
gewisse Auswahl von Stiitzpunktkoordinaten wire zu berechnen. Aus diesen
lasst sich ein Punktdiagramm erstellen. Die in diesem generierte Kurve kann
wie ein jedes anderes Vektorobjekt (wmf) durch Kopieren und Einfiigen
weiter verwendet werden.

Die Schiiler verfiigen iiber das notwendige mathematische Wissen, um
die Berechnung der Stiitzpunkte verstehen zu konnen. Sicherlich wird es
notig sein, diesbeziiglich die Winkelfunktionen am Einheitskreis noch
einmal zu thematisieren. Wenn schon ein ficheriibergreifendes Projekt in
Angriff genommen wird, sollte man dann nicht auch versuchen, mathe-
matisch fachgebietsiibergreifend zu arbeiten?

Nach einer, wie bereits erwidhnt, notwendigen Vorbetrachtung zu den
Winkelfunktionen am Einheitskreis lassen sich die folgenden Uberlegungen
zur Berechnung von Stiitzpunktkoordinaten unserer Trochoide anstellen:

Der Punkt M bewegt sich auf einem Einheitskreis. Jede Lage von M auf
dem Einheitskreis ist durch den jeweiligen Wert des Drehwinkels « ein-
deutig bestimmt. M hat damit die Koordinaten (cos(¢), sin(¢)). Der Punkt P,
bewegt sich auf einem Kreis um M. Sein Drehwinkel um M ist der dritte Teil
von ¢. Wire der Kreis um M, auf dem sich P, bewegt, ein Einheitskreis, so
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o . .
wiirde fiir seine Koordinaten (COS(;), sm(gn gelten. Nun bewegt sich

Py jedoch nicht auf einem Einheitskreis um M sondern hat z.B. 5cm
Abstand zu M. Elementare Uberlegungen ergeben damit die folgenden

o . ..
Koordinaten fiir P;: (5 Cos(gj, SSln(gjj. Die Uberlagerung der beiden

Drehbewegungen entspricht einer Addition der Koordinaten von M und P;.

Genau diese Uberlegungen lassen sich mittels Sketchpad modular um-
setzen. Die Bezugnahme auf bereits vorhandene Ausdriicke erfolgt (in
gewisser Weise enaktiv) durch Zeigen mit der Maus auf das gewiinschte
Formelobjekt. Sketchpad selbst setzt die algebraischen Ausdriicke
zusammen. Am Ende ist praktisch nebenbei die Parameterdarstellung der
Trochoide entstanden, ohne dass wir sie explizit angesprochen haben. Der
interessierte Leser kann sich auf der Internetsite des Autors eine ent-
sprechende Sketchpaddatei ,,trochoide_analytisch.gsp® herunterladen. Der
wesentliche Inhalt der Datei sei hier vorgestellt:

Dreh- x-Koordinate y-Koordinate
winkel
Drehung o _ ; =
om O a=0 cos(x) =1 sin(ax) =0
Drehung g=0o 5-cosg =5 5-sing =0
um M 3 3 3
( _ o . A
Uber cos(x)+5- cos(—} =6| sin()+5- s1n[—j =0
lagerung 3 3

Die x- und die y-Koordinate der Uberlagerung werden nun markiert, und
per Plot As(x,y) wird der entsprechende Punkt im Koordinatensystem gra-
fisch dargestellt. Diesen Punkt unterwirft man wiederum einem Tracing und
animiert nun den Parameter . Die gewiinschte Kurve entsteht. Wiederum
leider nur als Pixelgrafik. Abhilfe schafft jetzt die Tabellenkalkulation.

Generierung der Epitrochoide mittels eines
Tabellenkalkulationssystems

Die Uberlegungen des vorangegangen Abschnitts lassen sich ,,1 zu 1 in
einer Tabellenkalkulationsdatei umsetzen. Zu beachten ist lediglich, dass die
Funktionen Sinus und Cosinus Argumente in Bogenmall erwarten.
Diesbeziiglich hilft die gleichnamige Excelfunktion. Abbildung 11 zeigt eine
mit Excel generierte Epitrochoide.
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Abb. 11: mit Excel generierte
7 ¥ Epitrochoide

Die zugehorige Exceltabelle erklirt sich von selbst:

A B ¢
1 | Radius von k r=12
2 | Radius von K R=|3
3 | Radius virtuell ro=[=C2Cl
4 i -2
5 ain Grad 0
6 | Drehwinkel «oin Bogenmal3 =BOGENMASS(C5)
7 13a =C6/3
o " =$C$3*COS(C6)
9 Drehung um O Y =$C$3*SIN(C6)
10 Xp =$C$4*+COS(C7)
11 Drehung um M Ve =$C$4*SIN(C7)
2 Xy + Xp =C10+C8
3 Uberlagerung . =C11+C9

AbschlieBende Bemerkungen

Es liegt in der Natur der Sache, dass ein Projekt wie das vorgestellte im
Rahmen eines einzelnen Artikels nur ,,angerissen* werden kann. Selbst hin-
sichtlich der moglichen geometrischen Fragestellungen musste sich der
Autor in Verzicht iiben. Nicht angerissen werden konnte das Experi-
mentieren mit der Vielfiltigkeit von Rollkurven.® Diesbeziiglich sei auf
existierende Veroffentlichungen zu Rollkurven verwiesen. Demgegeniiber
wurde hier versucht, dem methodischen Herantasten an die beiden ,,Knack-
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punkte hinsichtlich des Verstindnisses zur Kurvengenerierung mehr me-
thodische Aufmerksamkeit zu gewéhren:

e Finden des ,yvirtuellen Pfades, auf dem sich der Mittelpunkt des
abrollenden Kreises bewegt
und

e empirische Untersuchung des Zusammenhanges der beiden Parameter,
welche die beiden sich iiberlagernden Bewegungen bestimmen.

Vollkommen zu kurz kommen mussten auch Untersuchungen zu den
geometrischen Eigenschaften der Reuleaux-Dreiecke. Dieses wére dann aber
doch ,.ein zu weites Feld* gewesen. Allerdings auch ein hochst interessantes.

Anmerkungen

" Der Wert einer solchen Darstellung fiir die Vorstellung der Projektergebnisse liegt auf der
Hand.

% Heute kann man eine DKM 54 als Leihgabe des Landesmuseums fiir Technik und Arbeit
Mannheim im Deutschen Museum Bonn besichtigen: http://www.deutsches-museum.de/
bonn/sammlungen/tradition-vision/01/02/dkm-54/

? Leider sehen nicht viele Spirographen das Abrollen eines Kreises auf einem kleineren Kreis
vor, der innerhalb des abrollenden Kreises liegt. Fiindig wird man vor allem bei Ebay in den
USA, wo eigentlich stindig Spirographen aus den 60er Jahren angeboten werden.

*In der Pidagogik setzt man gern noch eins drauf: aktiv-entdeckendes Lernen. Was bringt
diese pseudowissenschaftliche Doppelattributierung? Gibt es vielleicht auch ,,passiv-
entdeckendes* Lernen? Oder gar ,,passiv-versteckendes Lernen?

> Der Leser kann sich eine solche wie auch die weiteren fiir diesen Artikel erstellten
Applikationen auf der Internetsite des Autors herunterladen.

® Natiirlich kann die Winkelmessung auch durch das DGS iibernommen werden. Die Variante
des unmittelbaren Messens durch die Schiiler selbst diirfte aber noch stirker zum Verstéind-
nis beitragen.

"Beim Beweisen eines Satzes wird man auch zunéchst, wenn dieses moglich ist, zunéchst den
Satzinhalt mittels verschiedener heuristischer Strategien erarbeiten und erst dann nach einem
Beweis fiir den Satz suchen. Lediglich in dem Fall, dass der Satz nur durch deduktive
Methoden gefunden werden kann, wird man die deduktive Vorgehensweise verwenden.

8 Kann die Epitrochoide des Wankelmotors auch in der ,jiiblichen® Art der Erzeugung von
Epizykloiden generiert werden? (Der Kreis, auf dem abgerollt wird, befindet sich nicht
innerhalb des abrollenden Kreises.)
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Bézierkurven und -flichen:
eine Verbindung von Geometrie, Analysis,
Informatik und Automobilkonstruktion

Summary

Bézier curves and surfaces became highly important for construction and
design. They were developed by DE CASTELJIAU and BEZIER for the car in-
dustry as a construction tool. After the introduction of an elementary algo-
rithm to construct Bézier curve segments, a parametric equation will be
derivated. Properties of these segments and compound curves as well as
surfaces will be discussed. Finally a car will be constructed using Bézier
surfaces. Because this car is continuously differentiable only one time, a way
will be shown to construct an (at least) two time continuously differentiable
car (which means a car of the class C,). This is possible using NURBS (non
uniform rational B-Spline) surfaces.

Gruflwort

Lieber Herr Ast, zu lhren besonderen Interessen gehoren die Analysis, die
Lineare Algebra sowie die angewandte Mathematik — aber auch Automobile.
Im Folgenden werde ich versuchen, diese Interessengebiete zusammenzu-
bringen. Dabei kann ich nicht darauf verzichten, zwei Disziplinen einzube-
ziehen, fiir die Sie sich nicht so sehr interessieren: die Elementargeometrie
und die Informatik. Aber Sie werden sehen, bald komme ich auf ,,solide*
Inhalte zu sprechen und auch die wahren Qualitdten von Autos, ndmlich die
Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften ihrer Karosserien, werden
behandelt.

Bekanntlich haben Sie mit Autos nicht immer die allerbesten Praxiser-
fahrungen gemacht. Aber hier soll es um grundsitzliche Werte gehen und
die erschlieBen sich bekanntlich iiber mathematische Beschreibungen und
Eigenschaften. In dieser Hinsicht fuhren Sie etliche Jahre (wenn ich Sie
richtig verstanden habe, von 1965 bis 1977) insgesamt vier Automobile der
damals sehr innovativen Firma Renault. In Thre Autos (noch nicht in die
beiden R4, aber in die Renault 10 und 16) sind bereits Ergebnisse einer Ent-
wicklung eingeflossen, die in den folgenden Jahrzehnten Konstruktion und
Design in unzédhligen Bereichen revolutionieren und bestimmen sollte.
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Bézierkurven

Bézierkurven (und auch -flichen) entstanden aus den Bediirfnissen der Au-
tomobilindustrie nach computerunterstiitzten Entwurfsmoglichkeiten fiir
Karosserien heraus und wurden von DE CASTELJAU (1959 bei Citroén, zu-
néchst ohne Verdoffentlichung) und BEZIER (1961 bei Renault) unabhingig
voneinander entwickelt. Sie erlangten in den folgenden Jahrzehnten Bedeu-
tung in den unterschiedlichsten Bereichen. So sind beispielsweise die Fonts
(Schriftzeichen), die in heutigen Computern zur Bildschirmdarstellung und
zum Ausdruck von Dokumenten verwendet werden, Bézierkurven.

Von DE CASTELJAU wurde der im Folgenden beschriebene Algorithmus
angegeben, um eine durch n+1 Kontrollpunkte beschriebenen Kurve zu
erzeugen. Es dazu seien Punkte F,...,P, und re R mit 0<¢ <1 gegeben.

e Die Strecken P, P,,, (0<k<n-1) werden im Verhiltnis ¢ geteilt, wo-
bei n Teilungspunkte Q,, ..., O,.;, entstehen (sieche Abbildung 1).

e Die Strecken Q,0,,, (0<k<n-2) werden nun ebenfalls im Verhilt-
nis ¢ geteilt. Es entstehen n — 1 Teilungspunkte Ry, ..., R, », welche Strek-
ken R.R,,, (mit 0<k<n-3) bilden, die wiederum im Verhiltnis ¢
geteilt werden ... und so weiter.

Nach n—1 Schritten bricht

das Verfahren ab, es entsteht

nur noch ein Teilungspunkt

X . Die Kurve, welche X

beschreibt, wenn ¢ das Inter-

vall [0;1] durchlduft, wird als

Bézierkurve bezeichnet. Der
erste und der letzte Kontroll-
punkt Py und P, sind Punkte

der Kurve, die Vektoren P,P,

und P,P,_, Tangentenvekto-

P, ren an die Kurve in diesen

Punkten.

Durch Verschieben der Punkte Py und P, sowie Verdnderung der Tan-
gentenvektoren durch ,,Ziehen* an den ,,Anfassern” P; und P, lassen sich
Bézierkurven interaktiv formen.

Die bisherigen Uberlegungen waren rein elementargeometrischer Natur.
Sie lassen sich sehr leicht mit einer dynamischen Geometriesoftware nach-
vollziehen. So wurde Abbildung 1 mithilfe der Software Geometer’s
Sketchpad erzeugt (unter http://www.afiller.de/bezier steht die
entsprechende Datei zur Verfiigung). Allerdings reicht die elementargeome-
trische Betrachtungsweise nicht mehr aus, wenn weitergehende Uberlegun-

Abb. 1: DE-CASTELJAU-Algorithmus
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gen zu Eigenschaften von Bezierkurven (und spéter —flachen) angestellt
werden sollen, z. B. zur Differenzierbarkeit. Hierzu wird eine analytische
Beschreibung benétigt.

Die folgende Herleitung einer Parameterdarstellung fiir Bézierkurven be-
schrénkt sich auf Bézierkurven mit 4 Kontrollpunkten (n =3 ), da sich diese
— wie sich zeigen wird — durch Polynome 3. Grades beschreiben lassen und
deshalb in der Computergrafik und im computergestiitzten Entwurf (CAD)
fast ausschlieBlich verwendet werden. Die Griinde dafiir bestehen darin, dass
quadratische Funktionen keine geniigend flexible Steuerung der Kurvenform
ermOglichen und Polynome hoherer Ordnung sowohl rechenintensiv als auch
recht instabil sind (d. h. es kdnnen bei geringen Variationen der Kontroll-
punkte starke Anderungen der Kurvenform auftreten).

Die durch den DE-CASTELJAU-Algorithmus erzeugten Punkte X einer
Bézierkurve (siehe Abbildung 1) lassen sich durch die Ortsvektoren

X=ry+t-(n—-r)=0-1t)-1,+t-7,
beschreiben. Analog gilt

nh=01-t)-g,+t-q,, nr=(1-1)-q, +t-q,,

go=1-t)-py+t-p,, g =(1-t)-p,+t-p, und

gy =(1=1)-py +1-p;.

Durch jeweiliges Einsetzen der Gleichungen fiir g, in diejenigen fiir 7,
und schlieBlich der beiden resultierenden Gleichungen in die Darstellung

von X ergibt sich

X = (1=1) py+ 3t(1=1)> p, + 3(1=1)t"- p, + 1+ Py

3 (3) _ 3
= Z[.Jfl(l—f)S_l'I;i = zBi,S(t)'ﬁi‘
=0 i=0

i l

Die Koeffizienten B;; werden als Bernsteinpolynome (nach S. N.

BERNSTEIN) bezeichnet. Fiir Bézierkurven mit n+1 Kontrollpunkten ldsst
sich vollig analog herleiten:

X = ZBLVL ) ﬁi mit Bi,n (1) = (’Zjld(l _ t)n—i ‘ 0

Zu den wichtigsten Eigenschaften von Bézierkurven zihlt die bereits er-
wihnte Tatsache, dass die Verbindungsvektoren der jeweiligen beiden dufe-
ren Kontrollpunkte Tangentenvektoren in den Endpunkten der Kurve sind.
Weiterhin ist zu erwihnen, dass alle Punkte der Kurve innerhalb der konve-
xen Hiille des durch die Kontrollpunkte gebildeten Polygons liegen.'

Durch Zusammensetzen mehrerer der bisher betrachteten Bézierkurven-
stiicke mit kollinearen Tangentenvektoren in gemeinsamen Kontrollpunkten
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entstehen Bézierkurven mit beliebig vielen Kontrollpunkten und ,,Anfas-
sern” fiir Tangentenvektoren (siehe Abbildung 2).
Wird dariiber hinaus gefordert, dass in den
Ubergangspunkten P; zweier Kurvenstiicke fiir

A die Tangentenvektoren P, P,_, und P, P, der

Kurvenstiicke PP_ =-PP_ bzw.

P_,P.=PP,, gilt, so sind die zusammenge-
B setzten Kurven in allen Punkten stetig differen-
zierbar; es handelt sich in diesem Falle also um
C Kurven der Differenzierbarkeitsklasse C,. Die

zusammengesetzte Bézierkurve in Abbildung 2
Abb. 2: Aus Kurvenstiicken zu- is.t in A steti'fg dif.feren;ierbar., in B natﬁrl.ich
sammengesetzte  Bézierkurve NICht. In C lésst sich die stetige Differenzier-
mit Tangentenvektoren barkeit durch eine geeignete Umparametrisie-
rung erreichen.
Es stehen nun alle Voraussetzungen zur Verfiigung, um ein erstes Auto-
mobil zu konstruieren — zunidchst allerdings nur im Zweidimensionalen.

Z |

Abb. 3: Automobilkonstruktion mithilfe von Bézierkurven

Mit Ausnahme der Ridder wurde das in Abbildung 3 dargestellte Auto-
mobil ausschlieBlich mithilfe von Bézierkurven konstruiert, wobei sowohl
stetig differenzierbare Ubergiinge zwischen Kurvenstiicken als auch ,,Ecken*
zum Einsatz kamen (siehe als Beispiel hierzu den in Abbildung 2 darge-
stellten Ausschnitt aus der Front der Karosserie). Der Hauptteil der Karosse-
rie benétigt nur 30 erzeugende Kurvenpunkte (sieche Abbildung 4) und dazu
60 Kontrollpunkte fiir die Tangentenvektoren (in der Abbildung wurden
lediglich die Kontrollpunkte fiir die Tangenten an die Kurve in den Punkten
P,(14,6;12,5), P5(23,0;14,0) und P5(29,8;13,3) markiert). Ein geschickter
Designer wire sicherlich mit noch weniger Kontrollpunkten ausgekommen.
Um moglichst einfach und flexibel Veridnderungen an Entwiirfen vornehmen
zu konnen, ist es in frilhen Entwurfsstadien sinnvoll, moglichst wenige
Kontrollpunkte zu verwenden.



Bézierkurven und -flichen 183

P,
Bl
10“ ° oo® N
» ° *
° - . > LN
0 4 '
. L ) 1 hd 1 1 1 e 1 * ¢ |
0 10 20 30 40 50 60

Abb. 4: Kurven- und ausgewiihlte Kontrollpunkte der Karosserie

Mit den festgelegten Kurven- und Kontrollpunkten ldsst sich die Karos-
serie in einem interaktiven Zeichenprogramm oder in einer Beschreibungs-
sprache wie Metapost durch Eingabe der Koordinaten zeichnen:

draw ..(14.6,12.5)..controls (12.0,11.6) and (17.2,13.4)
.(23.0,14.0)..controls (20.1,13.8) and (25.9,14.2)
.(29.8,13.3)..controls (27.4,14.1) and (30.1,13.9)

und so weiter flUr die verbleibenden 28 Kurvenstiucke

Als Parameterdarstellung des durch P; und P, begrenzten Kurvenstiickes
ergibt sich nach (1):

X,)=-03-+09-1> +7.8-1 +14,6
Y (1)=03- =1,5-1* +2,7 -t +12,5 .
Fiir das durch P, und P; begrenzte Kurvenstiick erhalten wir:
Xy (1) =231 =421 +8,7-1+23,0
Yy () ==0,4-1° =091 +0,6-1+14,0.
Abbildung 5 zeigt einen (vergrofier-

14.0 ten und in y-Richtung gestreckten)
Ausschnitt des Daches der in den

13.5 Abbildungen 3 und 4 dargestellten
Karosserie, der genau die beiden

13.0 angegebenen Kurvenstiicke umfasst.
‘P Anhand der Tangentenvektoren in P,
125'1'5 : AR R R R A liegt bereits die Vermutung nahe,
Abb. 5: Ausschnitt des Daches dass die Kurve in diesem Punkt stetig

differenzierbar ist.
Diese Vermutung lisst sich leicht durch Ableiten der oben angegebenen
Parameterdarstellungen bestétigen:

dixn(r) =-09-*+1,8t+78 dixm (1)=69-t>—8,4-1+8,7
t t
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diyn(r)zo,w2 ~3,0-1+2,7 diy32(r)=—1,2-r2 ~18-1+0,6 .
t t

In dem Kurvenstiick zwischen P; und P, ist der Punkt P, dem Parame-
terwert £= 1, in dem Kurvenstiick zwischen P, und P; dem Wert =0 zuge-
ordnet. Durch Einsetzen erhalten wir

L))
dr \ (@) dr \ V() 0,6

und haben somit (zumindest teilweise) ein Dach der C;-Klasse.

t=1 =0

Konstruktion von Flichen und Korpern aus Kurven

Ein Automobil kann als zweidimensionales Objekt noch keinen groflen Nut-
zen entfalten. Das Ziel des nichsten Schrittes muss also darin bestehen, ein
,,wirkliches®, also dreidimensionales, Auto zu konstruieren, wozu die in der
Ebene durchgefiihrten Uberlegungen und Konstruktionsschritte genutzt wer-
den sollen.
— Eine hiufig verwendete Moglichkeit
‘ der Modellierung rdumlicher Objekte
besteht darin, Flichen durch Ex-
trusion von (meist geschlossenen)
Kurven zu erzeugen; hierbei wird
eine Kurve an einer anderen Kurve

Extrudierte Kurve

Extrusionskurve—"" (der Extrusionskurve) entlang ,,gezo-

Abb. 6: Extrusion gen*; Abbildung 6 zeigt die Extrusi-
on eines Kreises entlang einer
Bézierkurve.

Ebenfalls haufig anzutreffende Beispiele fiir die Konstruktion rdumlicher
Objekte aus Kurven sind Rotationsflichen bzw. -korper,” die durch Extru-
sion von Kurven entlang von Kreisen entstehen. Rotationsfldchen sind somit
spezielle Extrusionsflichen; gleichzeitig konnen sie als Flichen aufgefasst
werden, die durch Rotation einer Kurve um eine Achse entstehen.

Die Achse einer Rotationsflidche
verlauft durch den Mittelpunkt des
Extrusionskreises und ist senkrecht
zu der Ebene durch diesen Kreis.
Besonders gut eignen sich Rotations-
flachen natiirlich fiir die Konstruktion
von Autoreifen, sieche Abbildung 7.
Hierzu wurde eine Bézierkurve (die
den Querschnitt eines Reifens dar-
stellen soll) rotiert.

Abb. 7: Rotationsfliche
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Analytisch lisst sich eine Flache, die durch Drehung einer Kurve mit der
Parameterdarstellung

p(v)= ()yc’; ggj ve vl

um die y-Achse entsteht, durch die Parameterdarstellung

x(u,v) Xg (v) - cos(u)
Fu,v)=| y(u,v) | = v () ; uel02z[, ve [v;v,]
z(u,v) Xg (v)-sin(u)

beschreiben.

Eine verallgemeinerte Vorgehensweise der Konstruktion von Flichen
mithilfe von Kurven besteht darin, Kurven wihrend der Extrusion zu verén-
dern bzw. in andere Kurven iibergehen zu lassen. Dazu wird mit Quer-
schnittskurven entlang der Extrusionskurve oder mehrerer Extrusionskurven
gearbeitet — diese konnen verdndert oder durch andere Kurven ersetzt wer-
den. Das Beispiel in Abbildung 8 zeigt, wie sich auf diese Weise ein Teil der
Front eines Automobils konstruieren lisst.

Abb. 8: Konstruktion eines Teils einer Automobilkarosserie

Die Konstruktion erfolgte mithilfe der 3D-Grafiksoftware Carrara. Bei
den dargestellten Extrusions- und Querschnittskurven handelt es sich um
rdumliche Bézierkurven. Diese konnen, wie bereits fiir ebene Bézierkurven
gezeigt, durch Modifikation der Stiitzpunkte und Tangentenvektoren bear-
beitet werden. Zur Konstruktion einer Fldche lassen sich beliebig viele Quer-
schnittskurven einfiigen und bearbeiten; aulerdem ist eine Bearbeitung der
Extrusionskurven moglich. Da verschiedene Bereiche der Querschnittskur-
ven entlang unterschiedlicher Kurven extrudiert werden konnen, ist die Un-
terscheidung zwischen Extrusions- und Querschnittskurven nur hinsichtlich
der Handhabung des Werkzeugs, nicht jedoch hinsichtlich der Auswirkun-
gen der Kurven auf die Erzeugung der Fliche von Bedeutung. Fiir die ma-
thematische Beschreibung der entstehenden Fldachen sind Extrusions- und
Querschnittskurven gleichwertig. In dieser Hinsicht handelt es sich bei Fli-
chen wie in Abbildung 8, die aus Kurven konstruiert wurden, um die weiter
unten beschriebenen Tensorproduktflichen.
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Bézierflachen

Als fiir die Modellierung von Formen sehr flexible Objekte haben in der
Computergrafik und in der computergestiitzten Konstruktion Flichen eine
hohe Bedeutung erlangt, die durch beliebig im Raum angeordnete Punkte
verlaufen oder sich diesen annihern und deren Formen sich durch die Ver-
dnderung von Tangenten steuern und ,,verfeinern® lassen. Realisiert werden
derartige ,,Freiformflichen im Allgemeinen durch die mindestens einfach
stetig differenzierbare Zusammensetzung bikubischer Flichenstiicke (Pat-
ches), also von Fliachenstiicken, die sich als Funktionen 3. Grades

pu,v)= ZZZzi’ju’vj, ()

i=0j=0

bzw. in Koordinatenschreibweise

x(u,v) = zzgm Woyu,v) = ZZa(” W, z(u,v) = ZZa(”u’v 3)

i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
in den beiden Parametern u und v darstellen lassen. Dabei sind

a ; :(affj), f‘j), () )T (mit i,j=0,...,3) die 16 Koeffizientenvektoren des

Fldchenstiicks. Im Folgenden wird nur die Platz sparende Vektorschreibwei-
se verwendet; Koordinatendarstellungen ergeben sich daraus jeweils wie (3)
aus (2).

Die in der Praxis gebrduchlichen Freiformflichen entstehen durch Er-
weiterung von Bézierkurven, interpolierenden Splinekurven oder der weiter
unten beschriebenen B-Splinekurven zu Tensorproduktfliichen. Diese kon-
nen, wie bereits im vorangegangenen Abschnitt illustriert, als ,,Kurven von
Kurven* aufgefasst werden. Werden alle Kontrollpunkte einer Bézier- oder
Splinekurve entlang ebensolcher Kurven durch den Raum bewegt, so entste-
hen Kurvenscharen, die Flichen beschreiben. Im Folgenden wird dieses
Konzept anhand der Bézierfldchen skizziert.

Die Tensorproduktfliche eines nach (1) durch die Parameterdarstellung

ﬁ(u):ZfzoBm(u) p; beschriebenen kubischen Bézierkurvenstiicks ent-
steht, indem die Ortsvektoren p, der Kontrollpunkte durch Bézierkurven-
stiicke ersetzt werden, die sich ebenfalls nach (1) durch ijo B j,S(v)-ﬁi, ;

(i=0,...,3) beschreiben lassen. Fiir das entstehende Flichenstiick ergibt
sich daraus die Parameterdarstellung

3 3 3 3
pu,v) = ZBjj (u)[szj v)- ]3,‘,]'} = ZZBm (u)- Bj,g (v)- ﬁi,j €Y}

i=0 =0 i=0 j=0

mit den Bernsteinpolynomen
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Bi,3(u):(?)ui(1—u)3_i und Bjﬁ(v):G)vf(l—v)H; u,ve [0;1].

Die Form dieses Bézierfldchenstiicks (oft als Bézierpatch bezeichnet)

wird durch 16 Kontrollpunkte P;; mit den Ortsvektoren p ;; bestimmt (siche

Abbildung 9). Davon gehoren Poy, Pys, P3o und Ps3; dem Flichenstiick an;
PI,O, PO,I, Po,z, P1,3, Pz,o, P3,1, P3,2 und P2,3 legen mit diesen zusammen die
Tangentenvektoren der vier das Flachenstiick begrenzenden Bézierkurven-
stiicke in ihren Endpunkten fest.

Abb. 9: Bézierpatch

Durch das Zusammenfiigen von Bézierpatches mit jeweils 8 gemeinsa-
men Kontrollpunkten (analog zu der bereits beschriebenen Zusammenset-
zung von Bézierkurvenstiicken) lassen sich komplexe Flachen erstellen. So
setzt sich das vielleicht bekannteste Objekt der Computergrafik, die Teekan-
ne der Universitéit Utah, aus Bézierpatches zusammen (Abbildung 10).

Abb. 10: Utah-Teapot

Aufgrund der hohen Zahl einzugebender Kontrollpunkte ist die Model-
lierung mit Bézier- und anderen Freiformflichen auf Koordinatenebene
kaum moglich und bleibt deshalb Programmen mit grafischer (mausgestiitz-
ter) Eingabe vorbehalten. Die bereits fiir ein einzelnes Fldchenstiick recht
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groBe Anzahl von Kontrollpunkten (siehe Abbildung 9) bedingt, dass viel
Erfahrung notwendig ist, um die Wirkungen der Kontrollpunkte und Tan-
genten auf die Flachenform fiir Modellierungszwecke zu nutzen. Fiir die
praktische Konstruktion von Bézierfldchen eignet sich deshalb besonders gut
die bereits bei der Erstellung eines Karosseriebestandteils (siche Abbildung
8) angewendete Methode des ,,Zeichnens® von Bézierkurven mit gemeinsa-
men Kontrollpunkten und ihres Zusammensetzens zu Flidchen. Durch die
Moglichkeit, Kontrollpunkte und Tangenten nachtrdglich zu veréndern so-
wie zusitzliche Kurven einzufiigen, konnen bei dieser Konstruktionsmetho-
de Fldchen recht detailliert an die gewiinschten Formen angenihert werden.
Auf diese Weise lassen sich u. a. die wesentlichen Bestandteile einer Auto-
mobilkarosserie und Teile der Innenausstattung entwerfen.

Abb. 11: Bestandteile einer KFZ-Karosserie und der Innenausstattung
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In den Abbildungen 11 und 12 sind
nicht (wie in Abbildung 8) die
Bézierkurven dargestellt, mit deren
Hilfe die einzelnen Flidchen konstru-
iert wurden, sondern die von der
Software daraus automatisch gene-
rierten Gitternetze. Deren Zahl ist
wesentlich hoher als die der zu kon-
struierenden Kurven - siehe dazu
Abbildung 7, die sowohl die beiden
Kurven, aus denen eine Fliche er-

Abb. 12: Bestandteile der Riader des kon- z.eugt W.lrd’ als augh das daraus gene-
struierten Automobils rierte Gitternetz zeigt.

Abb. 13: Ein mithilfe von Bézierfliichen konstruiertes Automobil (vgl. Farbabb. 22)

Abbildung 13 zeigt das Ergebnis der Konstruktionsarbeiten. Das Fahr-
zeug hat noch eine Reihe von Schwichen, die zu umgehen oder beseitigen
mehr Professionalitit im Konstruieren mit Bézierflichen erfordern wiirde.
Immerhin hat es sich seit dem ebenen Entwurf in Abbildung 3 beachtlich
verdndert. Ein genauer Vergleich der Abbildungen 3 und 13 zeigt, dass die
Grundform der Karosserie beibehalten wurde, wenngleich die fertige Karos-
serie aus einer Reihe einzelner Bauteile (siehe Abbildung 11) besteht.

Zu welcher Fahrzeugklasse gehort das in Abbildung 13 dargestellte Mo-
dell? Die bereits fiir Bézierkurven genannten Differenzierbarkeitseigen-
schaften gelten auch fiir Bézierfldchen, aus denen das Fahrzeug hauptsich-
lich besteht.® Somit sind die Oberflichen des Automobils (von Ausnahmen
abgesehen) einfach stetig differenzierbar. Zwar lassen sich durch Einhaltung
bestimmter Bedingungen mehrfach stetig differenzierbare Bézierkurven und
-flichen erzeugen,’ jedoch verursachen diese Bedingungen starke Ein-
schrankungen bei der Modellierung von Formen. Wir konnten also in den
vorangegangenen Abschnitten lediglich ein Automobil der C,-Klasse kon-

struieren. Eine hohere Qualitit ermdglichen B-Spline- bzw. NURBS-Fli-
chen, auf die im Folgenden eingegangen wird.
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B-Splinekurven

Splinekurven wurden bereits vor den Bézierkurven genutzt; sie kamen u. a.
im Schiffsbau zur Anwendung. Bei der Konstruktion eines Schiffsrumpfes
werden lange, flexible Metallstreifen (Splines) an einzelnen Punkten fixiert.’
Allgemein handelt es sich bei Splinekurven um stiickweise zusammenge-
setzte Kurven, die an ihren Segmentiibergiingen bestimmte Glattheits-, also
Differenzierbarkeitsbedingungen erfiillen.® Als Funktionsterme, welche die-
se Kurven beschreiben, werden fast ausschlieBlich Polynome verwendet.

Bei Basis-Splinekurven (bzw. B-Splinekurven oder kurz B-Splines) be-
sitzen Verdnderungen von Kontrollpunkten nur lokalen Einfluss, dndern den
Kurvenverlauf also nur in Bereichen um die betreffenden Punkte. Diese Ei-
genschaft ist fiir grafisches Konstruieren, bei dem oft Teilbereiche von Kur-
ven zu modifizieren sind, von hoher Bedeutung. Eine B-Splinekurve vom
Grad k-1 wird durch n Kontrollpunkte (DE-BOOR-Punkte) F,...,P, und

einen Knotenvektor 7 = (z,;... ;1,,, )T (mit 7; <7, fir j=1..n+k-1) fest-

j+l
gelegt und durch folgende Parameterdarstellung beschrieben:

XO=) Ny () Py teltit,yl. (5)

i=1

Dabei sind N; (t) die Basisfunktionen der B-Splinekurve; sie werden re-
kursiv definiert:

N

N, () = {(1) fu”lsgntsftl“ (A<i<n+k-1),
— (t_ti) (ti+m_t) 2<m<k,

Nin) = = N O Nt @y <i<nk-m)

Da an den Knotenvektor 7 = (t,;...:z, , )T nicht die Bedingung #,#17,; fiir

i#j gestellt wird, konnen die Terme ¢ —t; bzw. t,, —t,, im Nenner

den Wert Null annehmen. In diesen Féllen werden die gesamten betreffen-
den Summanden als Null aufgefasst. In der Definition wurde auf diese Fall-
unterscheidung aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichtet; bei der Pro-
grammierung ist sie unbedingt zu beriicksichtigen.

Auf die Darstellung der expliziten Funktionsterme der Basisfunktionen
wird hier verzichtet; durch die hohe Zahl an Fallunterscheidungen fiir m >3
sind diese sehr umfangreich. Unter

i+m—1

www.afiller.de/bezier

stehen Dateien zur Verfiigung, mithilfe derer sich die Funktionsterme fiir
Basisfunktionen beliebigen Grades in dem Computeralgebrasystem MuPAD
ausgeben lassen.
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Abb. 14: B-Spline-Basisfunktionen 0., 1., 2. und 3. Grades (m =1, 2, 3, 4)
(vgl. Farbbild 23)

B-Spline-Basisfunktionen vom Grad k—1 (siche Abbildung 14) sind in
hochstens k zusammenhingenden, von Komponenten des Knotenvektors ¢

begrenzten, Intervallen von Null verschieden. Aus dieser Eigenschaft resul-
tiert die Lokalitéit der B-Splinekurven: die Anderung der Koordinaten eines
Kontrollpunktes P, beeinflusst die Parameterdarstellung (5) der Kurve nur

iber einem Intervall [¢,;¢,,,[ . Auf diesem Intervall werden die Basisfunktio-

nen durch stiickweise konstante, lineare, quadratische bzw. kubische Funkti-
onsterme beschrieben (fiir k£ =1,...,4). B-Splines hoheren als 3. Grades wer-
den in der Praxis nur in Ausnahmefillen genutzt.

Die Summe aller Basisfunktionen gleichen Grades ist eine konstante
Funktion iiber dem gesamten Definitionsbereich von ¢ :

DN =1;  teltt, l. 6)
i=l

B-Splines 3. Grades sind in den einfachen Knoten (# mit #;;# t; # t;,1)
zweifach stetig differenzierbar (Kurven der Klasse C5), da die zweiten Ab-
leitungen der kubischen Basisfunktionen stiickweise lineare Funktionen und
an einfachen Knoten stetig sind.

Den Einfluss der Knotenvektoren 7 auf den Verlauf kubischer B-
Splinekurven zeigen die Abbildungen 15 und 16. Die Kontrollpunkte beider
Kurven sind identisch:

F(-1;1), P (-05;-1), P(04;-2), P,(2,-05), P(36;-2), F(4,5-1) und
P(22).
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Die obere Kurve hat den Knotenvektor (0;0;0;0;0,25;0,5;0,75;l;l;l;l)T,

der Knotenvektor der unteren Kurve ist (0;0;0;0;0,1;0,2;0,85;1; l;l;l)T.

B-Splinekurven, bei denen die Parameterintervalle zwischen benachbar-
ten Knoten (aufler den identischen Randknoten) gleich lang sind, heiflen
uniforme B-Splines; bei unterschiedlich langen Parameterintervallen entste-
hen nicht uniforme B-Splines.

YA P,

P
Y: t‘2=“t'3= t4

= 1= 1,7~ 1,

y t + ?
o P,
. £
P 1
2 \f / f6\t7
L 0P3 . ]—7'5
Abb. 15: Uniforme B-Splinekurve
(vgl. Farbbild 24)
YA
P
Y: t2=“f3= t4
’ X
. £
" e
N 7
L o P, o P,

Abb. 16: Nicht uniforme B-Splinekurve
(vgl. Farbbild 25)

Durch die Verwendung unterschiedlicher Knotenvektoren ergeben sich
vielfiltige Kurvenverliufe von B-Splinekurven.” Die Moglichkeit, zusitzli-
che Kontroll- sowie Knotenpunkte einzufiigen oder zu verschieben, ohne
dabei den Kurvenverlauf global zu verdndern, ermdglicht sehr flexible Kur-
venanpassungen und ist die Hauptursache dafiir, dass B-Splinekurven und
daraus erzeugte Tensorproduktflichen zu den wichtigsten Modellierungs-
mitteln in der professionellen 3D-Computergrafik und im CAD gehoren.
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Eine besonders grofle Bedeutung haben die Nicht Uniformen Rationalen
B-Splines (Non-Uniform Rational B-Splines bzw. NURBS) erlangt. Diese
stellen eine aus der Verwendung homogener Koordinaten® resultierende
Verallgemeinerung der B-Splines dar. NURBS-Kurven lassen sich ebenfalls
durch die Parameterdarstellung (5) mit den rekursiv definierten B-Spline-
Basispolynomen N, (t) beschreiben. Die Ortsvektoren p; der Kontroll-
punkte enthalten dann wegen der Verwendung homogener Koordinaten je-
weils eine zusitzliche Komponente w; ; kartesischen Koordinaten (x;;y;;z;)
entsprechen homogene Koordinatenquadrupel (w;x;;w;y;;w;z;;w;). Da im
Allgemeinen eigentliche (euklidische) Kontrollpunkte betrachtet werden,
sind alle w; von Null verschieden. Damit kann durch Multiplikation jeweils
aller Koordinaten der Kontrollpunkte mit geeigneten Faktoren erreicht wer-
den, dass alle w; positiv sind, wovon im Folgenden ausgegangen wird.

Fiir die w-Koordinaten von Punkten einer NURBS-Kurve gilt nach (5):
w(t) = Z N (0)-w;.
i=1

Durch Division der Parameterdarstellung (5) durch w(¢) ergibt sich fol-
gende Parametrisierung einer NURBS-Kurve in kartesischen Koordinaten:

ZNi,k(t)'Wi "D
X(t) = = s el gl (7)
2N @,
j=1

Die Parameterdarstellungen von NURBS sind fiir jede Komponente
stiickweise gebrochen rationale Funktionen. Die aus der homogenen Dar-
stellung hervorgegangenen Koeffizienten w; wichten die Einfliisse von Kon-
trollpunkten auf den Verlauf der Kurve; sie werden daher als Punktgewichte
bezeichnet.” Somit ermdglichen NURBS besonders vielfiltige Moglichkei-
ten, den Kurvenverlauf zu beeinflussen: Anzahl und Positionen der Kon-
trollpunkte, Knoten, Punktgewichte. Allerdings erfordert die Modellierung
mit NURBS einen sehr hohen Einarbeitungsaufwand und viel praktische
Erfahrung, iiber die der Autor dieses Beitrags nicht verfiigt. Somit endet der
Beitrag etwas unbefriedigend mit der Feststellung, dass die Konstruktion
eines Automobils der C, -Klasse mithilfe von NURBS sehr gut méglich ist,

ohne dass jedoch ein entsprechendes Ergebnis priasentiert werden kann.

Anmerkungen

' zur Herleitung weiterer Eigenschaften von Bézierkurven siehe u.a. Dzung Wong (2003),
Aumann/Spitzmiiller (1993, 348-366) und Foley/van Dam (1994, 383-389).
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Flédchen, die durch Rotation geschlossener Kurven entstehen, begrenzen Korper. Bei Rota-
tion offener Kurven entstehen Korper, falls die Enden der Kurve auf der Rotationsachse
liegen. Im Allgemeinen werden jedoch keine Korper erzeugt, weshalb in diesem Beitrag
der Begriff ,,Rotationsfléche* verwendet wird.

Zu den Differenzierbarkeitseigenschaften von Bézierflichen sieche Aumann/Spitzmiiller
(1993, 467-505), Briiderlin/Meier (2001, 233-238), Foley/van Dam (1994, 399-405) und
Jones (2001, 286-292).

Zu Bedingungen, unter denen Bézierkurven mehrfach differenzierbar sind, siehe u.a.
Aumann/Spitzmiiller (1993, 360ft.) und Briiderlin/Meier (2001, 218ff.).

Steife Metallstreifen nehmen bei Fixierung durch Kontrollpunkte die Form an, bei der die
geringste Biegeenergie auftritt. Dieser Fall tritt ein, wenn das Integral des Absolutbetrags
der Kriimmung iiber die gesamte Kurve, deren Form der Streifen annimmt, minimal ist. In
Aumann/Spitzmiiller (1993, 341ff.) wird gezeigt, dass interpolierende kubische Spline-
funktionen diese Bedingung in guter Niherung erfiillen. Splinefunktionen sind nicht nur
im Zusammenhang mit Konstruktionen und geometrischer Modellierung von Bedeutung,
sondern vor allem in der Numerik, u. a. bei der Interpolation von Messwerten.

In der Literatur werden Splinekurven mit recht unterschiedlichem Allgemeinheitsgrad
definiert, vgl. u.a. Aumann/Spitzmiiller (1993, 329-398), Bender/Brill (2003, 128-166),
Briiderlin/Meier (2001, 224-232), Foley/van Dam (1994, 389-398) und Watt (2002, 94-
113).

Verldufe von B-Splinekurven in Abhingigkeit von den Knotenvektoren werden u.a. in
Bender/Brill (2003, 156-163) und Watt (2002, 97-108) diskutiert. Beliebige ebene B-
Splinekurven lassen sich durch Variation der Anzahl und der Koordinaten der Kontroll-
punkte sowie des Knotenvektors in MuPAD-Dateien generieren, die auf der bereits er-
wihnten Internetseite http://www.afiller.de/bezier zur Verfiigung stehen.

Homogene Koordinaten werden in der projektiven Geometrie verwendet, siche u. a. Parei-
gis (1990). Ein kurze Einfiihrung zur Verwendung homogener Koordinaten in der Com-
putergrafik enthélt auch Filler (2007, 86).

Haben alle Punktgewichte w; den Wert 1, so nimmt (7) wegen (6) die Gestalt (5) an. Die
NURBS-Kurve ist in diesem speziellen Falle also eine gewohnliche B-Splinekurve.
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Dateien im Internet

Auf der Internetseite http://www.afiller.de/bezier stehen einige Dateien zur
Verfiigung, mit denen Abbildungen in diesem Beitrag erzeugt wurden. Die Entstehung der
hier beschriebenen Kurven und Flichen kann mithilfe dieser Dateien in der dynamischen
Geometriesoftware Geometer’s Sketchpad bzw. in dem Computeralgebrasystem MuPAD
nachvollzogen werden und es sind auch Variationen daran moglich. Aulerdem kann die Datei
heruntergeladen werden, mit der die Darstellungen des raumlichen Automodells (Abbildun-
gen 11-13) in der 3D-Grafiksoftware Maxon Cinema 4D (Version 10) generiert wurden.
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Wie viele Dimensionen hat der Raum —
und wie lasst sich das beschreiben?

Summary

This paper’ gives some steps in the historical process which leads to a char-
acterization of the three-dimensional Euclidean space with the help of ele-
mentary synthetic geometry only.

Einleitung

Die Raumgeometrie ist wohl so alt wie die Geometrie selbst, schon in Eu-
klids ,.Elementen‘ nimmt sie einen beachtlichen ,,Raum” — namlich die Bii-
cher XI bis XIII — ein. Dennoch spielte der Raum selbst in der Geschichte
der Geometrie lange Zeit eine nur untergeordnete Rolle. Er lieferte die Biih-
ne, auf der sich die Geometrie der korperlichen Figuren abspielte, welche die
ganze Aufmerksamkeit auf sich zog.” Anders gesagt, war die Raumgeome-
trie lange Zeit eine Geometrie im Raum und nicht eine des Raumes. Das
danderte sich in dem Moment, in dem der Raum sich ,,bemerkbar® machte,
das heifit, in dem man auf Eigenschaften stief3, die in der Geometrie Ver-
wendung finden und die doch von der Natur des Raumes abhingen. Die
scheinbar einfachste und sicher naheliegendste ,,Eigenschaft des Raumes,
die geometrisch von Wichtigkeit ist, ist seine Dreidimensionalitiit.

Der Begriff ,,.Dimension‘ selbst hat eine interessante Geschichte, auf die
ich hier nur ansatzweise eingehen kann. Urspriinglich bezog sich ,,Dimensi-
on* auf Korper, also nicht auf den Raum, bedeutete soviel wie ,,Abmessung*
oder ,,Erstreckung* (Tropfke 1940, 48-50) und war synonym mit ,,Intervall®;
so zitiert Tropfke eine Definition von Gerbert: ,,Solidum corpus est quidquid
tribus intervallis seu dimensionibus porrigitur® (Tropfke 1940, 49 n. 260).
Wihrend in Wolffs ,,Mathematischem Lexicon* ein entsprechendes Stich-
wort noch fehlt (er hat nur ein Stichwort ,,Solidum, Corpus, ein Corper”),
gibt es bei Kliigel einen Eintrag ,,Abmessung (Dimensio), ist eine Linie,
nach welcher die Ausdehnung einer geometrischen Gréfe gemessen werden
mag. In dem geometrischen Korper kann man durch jeden Punct drey Linien
ziehen, deren jede auf die beiden andern senkrecht steht, und die Ausdeh-
nung des Korpers nach diesen drey Linien messen oder sich auch nur vor-
stellen. Diese drey MeBlinien heilen in besondern Riicksichten Lénge,
Breite, Dicke oder Hohe. Ein Korper ist demnach eine Ausdehnung von drey
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Abmessungen oder Dimensionen (Kliigel 1803, 3). Nachdem erklért wird,
dass folglich eine Fliche zweidimensional sei, finden sich bei Kliigel — wie
bei vielen anderen Autoren der Zeit — lange Ausfiihrungen zur Dimension
von Grofen in der Algebra. Ganz am Schluss des Eintrags erwéhnt Kliigel
noch d’Alemberts Enzyklop'fidieartikel3 »~Dimension“ und die darin enthalte-
ne Idee, man konne die Zeit als vierte Dimension auffassen, ,,so dass das
Produkt aus einer korperlichen GréBe in die Zeit eine Grofe von vier Di-
mensionen vorstelle* (Kliigel 1803, 7), was Kliigel aber umgehend verwirft.
Einen ausfiihrlichen Artikel ,,Abmessung (Dimension)* findet man in
Ersch's und Grubers Enzyklopédie: ,,... ist die Beschaffenheit einer stetig
ausgedehnten GroBe, dass sie nach einer geraden Linie messbar ist.
(Ersch/Gruber 1818, 142), was am Beispiel der eindimensionalen Zeit er-
lautert wird. Auch dieser Artikel endet mit Erorterungen zur vierten Dimen-
sion, die aber nicht mehr so ablehnend ausfallen wie jene Kliigels: ,,Eine
vierte Abmessung des Raums konnen wir uns nicht vorstellen, denn alle
Perpendikel, die wir auf einem korperlichen Raum irgendwo errichten mo-
gen, sind immer nur solche verldangerte Linien, nach welchen die ersten drei
Dimensionen messbar sind“ (Ersch/Gruber 1818, 143f.)). Zum Abschluss
betont der Verfasser Mellin, dass die drei Linien, nach denen gemessen wird,
nicht die Dimensionen des Korpers selbst seien, sondern lediglich Hilfsmit-
tel fiir die Messung desselben darstellten.

In all diesen Zitaten féllt auf, dass der Abstraktionsschritt zum Raum
selbst noch nicht wirklich vollzogen worden ist. Der Raum hat keine eigen-
stindigen Eigenschaften, diese werden vielmehr durch die Korper festgelegt.
Dies énderte sich erst in der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts.* Bei Baltzer
hei3t es 1867 schon recht modern (Baltzer 1867, 3):

§ 1. Grundbegrijfe

L. Der Raunm {ft ohne Unferbredhng und iiber jebe ®renge
Dinaud ausdgevebnt, Gin Ovf tm FHawme eobhue Husbebnung gebadt,
beifit ein Punet. Gin Audgevehntes ift entweber eine Linie, ober eine
Hladye, ober ein Raum im engern Sinne (Kbrper, erepzov, solidum).

Nuf einer Linie lafjen fich unenvlich viele Puncte unterjdpeiven, anf
ciner {Flicdpe unenviidy viele ¥inden, in einem Maume unendlidy viele
Slacen.  Eine Linie ift ju beiben Seiten eined anf iby liegenven Punctes
andgevehnt (in ble Ldnge), eine Flade ift zu beiven Seiten einer auf
ibv fiegendett inie andgevebnt (in bie Linge und Breite), ein Faum
iit 3 beiven Seiten einer in ifm (iegenven Flide ausgedebnt (in bdie
finge, Breite und Dide); Pinde, Flide, RNoum feifen vedhaldl nadh
I, 2, 3 Dimenjionen andgevehnt. Eine Cinie fonun ald Baln (Ord,
timog) eined bewepgten Puncted, eine Fldde aofd Vabn einer Dbewejten
¥inte, ein Raum ald Baln einer bewepten Flicdhe betradhiet werbe.

Abb. 1
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Man kann in der Geschichte der Dimensionstheorie mehrere Strdnge un-
terscheiden: Zum einen gibt es den Zugang iiber die Elementargeometrie, der
natiirlich auch der ilteste ist. Er ldsst sich, wie wir sehen werden, bis Euklid
zuriickverfolgen und wird uns in diesem Artikel beschiftigen. Daneben gibt
es den analytischen Zugang, der den Raum als eine ,,Zahlenmannigfaltig-
keit” (Helmholtz) von Tripeln meist reeller Zahlen auffasst und der die
Kenntnis der analytischen Geometrie voraussetzt. Er ist somit wesentlich
jiinger, wobei die Frage, wann dieser Schritt wirklich getan wurde, noch
einer genaueren Untersuchung harrt. Er diirfte aber in der ersten Hilfte des
19. Jahrhunderts erfolgt sein (Boyer 1956). SchlieBllich ist die mengentheo-
retisch-topologische Richtung zu nennen, die mit Hilbert und Poincaré ihren
Anfang nahm, und mit Namen wie Brouwer, Hausdorff, Hurewicz, Menger
u.a. verbunden ist, also erst im 20. Jahrhundert zur Entfaltung kam (Cril-
ly/Johnson 1999). Mit den beiden zuletzt genannten Richtungen werden wir
uns hier nicht beschiftigen.

Euklid XI, 3 und dessen Folgen

Es mag erstaunen, Tatsache ist dennoch, dass Euklid den Begriff des Rau-
mes in seinen ,,Elementen* nicht explizit verwendet. Peano kommentierte
diese Tatsache folgendermafien: ,,Wollte man den Begriff des Raumes als
grundlegend fiir die Geometrie betrachten, so wiirde daraus folgen, dass man
ein Lehrbuch dieser Wissenschaft nicht schreiben konnte in einer Sprache, in
der zufillig ein solches Wort fehlt. Folglich konnte man keine Geometrie
schreiben in der Sprache des Euklid und des Archimedes, in der gerade das
der Bezeichnung Raum in demjenigen Sinne entsprechende Wort fehlt, in
welchem es in den heutigen Lehrbiichern gebraucht wird.“ (Ubersetzt von F.
Schur, zitiert nach Schur 1909, 3.) Ahnlich duBert sich ibrigens auch Heid-
egger in seiner ,,Einfiihrung in die Metaphysik*.

Am Beginn des elften Buches der ,.Elemente* finden wir bei Euklid fol-
gende Definitionen (Euklid 1973, 315):

,»1. Ein Korper ist, was Lidnge, Breite und Tiefe hat.
2. Eine Begrenzung eines Korpers ist eine Flidche.*

Der Raum selbst bleibt also unbestimmt im Hintergrund, nur die in ihm ent-
haltenen Figuren (Korper) interessieren. In der Kunstgeschichte wird ein
solcher Raum negativ genannt im Unterschied zum positiven (negativen)
Raum, der selbst Gegenstand der Aufmerksamkeit ist — also eben nicht mehr
nur Hintergrund (Kern 1983, 153ff.). Dennoch stofSen wir bald auf eine Ei-
genschaft des Raumes, wenn diese auch nicht als solche von Euklid aus-
driicklich kenntlich gemacht wird (Euklid 1973, 318):

»$ 3. Wenn zwei Ebenen einander schneiden, ist ihr Schnittgebilde
eine gerade Linie.*
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Euklid argumentiert folgendermaBen: Die beiden Ebenen AB und BC
schneiden sich (so wird die Annahme interpretiert) in der Linie DB. Ange-
nommen DB wire keine Gerade. Dann kdnnte man die beiden Punkte B und
D in der Ebene AB durch die gerade Linie DEB und in der Ebene BC durch
die Gerade BFD verbinden. Diese beiden Geraden, die verschieden sein
miissen, da sie in verschiedenen Ebenen liegen, hitten folglich zwei Punkte
gemeinsam, nimlich B und D. Als sich schneidende Geraden ldgen sie in
einer (dritten) Ebene (nach XI, 2), begrenzten folglich in dieser einen Fli-
chenraum — modern gesprochen ein Zweieck. Dies ist aber nach Axiom 9
des ersten Buches unmoglich.

Man beachte, dass XI, 3 nicht einfach eine Eigenschaft von Ebenen aus-
driickt (wie etwa jene, mit zwei Punkten deren gesamte Verbindungsgerade
zu enthalten). Vielmehr geht es hier um die relative Lage zweier Ebenen im
Raum. Analysiert man den von Euklid gegebenen Beweis genauer, so fillt
schnell auf, dass er sich erheblich vereinfachen ldsst. Dazu benétigt man nur
das Axiom, dass drei nicht kollineare Punkte eindeutig eine Ebene festlegen
— ein Grundsatz, den Euklid allerdings so nicht formuliert, aber dennoch oft
verwendet. Er kommt implizit in XI, 2 zum Ausdruck (,,Wenn zwei gerade
Linien einander schneiden, liegen sie in einer Ebene; und jedes Dreieck liegt
in einer Ebene.*) und wird im XI. Buch bei vielen Konstruktionen verwen-
det, etwa in § 11 (Konstruktion des Lotes von einem Punkt auB3erhalb einer
Ebene auf eben diese Ebene). Begriindet wird Satz XI, 2 von Euklid mit der
Tatsache, dass eine Gerade, die zwei nicht identische Punkte mit einer Ebene
gemeinsam hat, ganz in dieser Ebene liegen muss.

Kommen wir zu der angekiindigten Vereinfachung des Euklidischen Be-
weises fiir XI, 3 zuriick. Angenommen, das Schnittgebilde der beiden nicht
identischen Ebenen wire eine Linie, aber keine Gerade. Dann konnte man in
diesem Schnitt drei Punkte, etwa Euklids Punkte B, C und E, wihlen. Da
diese nach Voraussetzung nicht auf einer Geraden liegen, bestimmen sie
eindeutig eine Ebene. Andererseits gehdren sie aber dem Durchschnitt an,
also zwei Ebenen. Diese miissten folglich identisch sein — im Widerspruch
zur Annahme. — In dieser Form findet sich der Beweis beispielsweise in
Legendre’s ,Eléments de géométrie und in Lacroix’ Buch des gleichen
Titels.” Auch in dem im 18. Jahrhundert in Frankreich viel genutzten ,,Cours
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de mathématique* von Bézout findet sich im zweiten Teil ein analoger Be-
weis (Bézout 1812, 96).

Allen diesen Beweisen ist gemeinsam, dass sie davon ausgehen, dass der
Schnitt zweier Ebenen eine Linie sein muss, was gelegentlich — z. B. bei
Lacroix — argumentativ durch den Hinweis gestiitzt wird, dass die Grenzen
von Flidchen, in Sonderheit von Ebenen, Linien sein miissten (Lacroix 1819,
1). Bei Euklid wire in diesem Zusammenhang Definition 6 des ersten Bu-
ches zu nennen: ,,Die Enden einer Fliche sind Linien.* (Euklid 1973, 1). Bei
genauerer Betrachtung stellt man jedoch schnell fest, dass zwei Punkte im
Durchschnitt geniigen, um den fraglichen Satz zu beweisen: Diese legen ja
eindeutig eine Gerade fest, welche ganz in den jeweiligen Ebenen enthalten
sein muss, folglich auch ganz in deren Durchschnitt. Diese Argumentation
findet man beispielsweise bei Hérigone im 17. Jahrhundert.

THEOR. 11I. PROPOS. 111
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Abb. 3

Es ist nicht allzu schwierig, die Kurzform, in welche Hérigone die Eukli-
dischen Beweise bringt, zu entschliisseln (Hérigone 1634, 656). Man beach-
te, dass Hérigone nur zeigt, dass der fragliche Durchschnitt mit zwei Punkten
(E und F bei ihm genannt) die Gerade durch diese Punkte enthilt. Offen
bleibt, ob es auBerhalb dieser Geraden noch weitere Punkte im Durchschnitt
geben kann. Eine wesentlich schirfere Formulierung des fraglichen Tatbe-
standes verdankt man erst von Staudt (Staudt 1847, 8), wie wir weiter unten
sehen werden.

Interessant fiir uns ist die Frage, welche Konsequenzen Euklid selbst aus
seinem dritten Satz zieht, denn diese sind ja charakteristisch fiir den dreidi-
mensionalen Raum. Als solche® sind in erster Linie zu nennen: XI, 5, XI, 6
und X1, 13 (Euklid 1973, 320, 325):

,»$ 5. LaBt sich zu drei einander treffenden Geraden senkrecht im
Schnittpunkt eine gerade Linie errichten, dann liegen die drei Geraden
in einer Ebene.
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§ 6. Wenn zwei Geraden auf derselben Ebene senkrecht stehen, miissen
sie parallel sein.

§ 13. Es ist nicht moglich, in demselben Punkte auf derselben Ebene
zwei Senkrechten nach derselben Seite zu errichten.*

Beim Beweis des fiinften Satzes kommt X1, 3 eine Schliisselstellung zu; der
Beweis verlauft wie folgt:

C
()

Abb. 4

Die Gerade AB stehe in B senkrecht auf den Geraden BC, BD und BE; zu
zeigen ist, dass die letzteren Geraden in einer Ebene liegen. Weiter sei e die
Ebene, welche durch BE und BD nach XI, 2 festgelegt wird. Angenommen,
BC lédge nicht in dieser Ebene. Dann bestimmen BA und BC eine weitere
Ebene e’. Da B den Ebenen e und e’ gemeinsam ist, schneiden sich diese in
einer Geraden BF. Da BF in e liegt, steht BA senkrecht hierauf, denn BA
steht auf der Ebene e senkrecht, da es auf zwei Geraden derselben senkrecht
steht (XI, 4). Also wiren BF und BC zwei Geraden, die in derselben Ebene
e’ im Punkte B senkrecht auf BA stiinden. Das aber ist nicht méglich. — Eu-
klid begriindet dies nicht weiter; letztlich geht es hier um die Eindeutigkeit
der Winkelantragung, die Euklid an vielen Stellen stillschweigend benutzt.
Im Sonderfall des rechten Winkels konnte man eine Begriindung in dem
recht kryptischen Postulat 4 ,,Dass alle rechten Winkel einander gleich sind*
(Euklid 1973, 3) des ersten Buches sehen.

Man sieht sofort, dass man die indirekte Form des Beweises vermeiden
kann (Euclide 2001, 120); das obige Argument zeigt dann, dass die Geraden
BF und BD identisch sind.

Aus X1, 5 folgt, dass es keine vier paarweise orthogonalen Geraden durch
einen Punkt geben kann. Da es andererseits drei dieser Geraden gibt — man
nehme zwei orthogonale Geraden, die sich in B treffen; diese legen eine
Ebene fest, und auf dieser Ebene kann man in B genau eine Senkrechte er-
richten —, erhélt man sofort die fiir uns gewohnteste Form der Aussage:

,Der Raum ist dreidimensional .

Das Argument lautet so: Angenommen BC, BD und BA sind paarweise
senkrecht. Wire BE eine weitere Gerade in B, die auf allen drei genannten
Geraden senkrecht steht, so miisste diese nach XI, 5 mit zwei der drei vorge-
gebenen Geraden in einer Ebene liegen, wire also mit einer dieser beiden
Geraden identisch.
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In diesem Zusammenhang zitiert Vitrac aus Simplikios’ ,,De caelo®, der
iiber Ptolemaios berichtet, dieser habe eine Schrift ,,Uber die Dimension*
verfasst und in ihr ausgefiihrt, dass — modern gesprochen — die Dimension
des Raumes sich aus der Anzahl der paarweise senkrechten Geraden in ei-
nem Punkt ergiibe (Euclide 2001, 120 n. 35). Leibniz brachte die Dreidimen-
sionalitdt des Raumes mit den drei paarweise senkrechten Geraden in Bezie-
hung: ,.Bei den Dimensionen der Materie aber ist es anders: hier ist die Drei-
zahl bestimmt, nicht durch den Grund des Besten, sondern durch eine geo-
metrische Notwendigkeit: nur deshalb haben die Geometer beweisen kon-
nen, dafl es nur drei senkrecht aufeinanderstehende Linien gibt, die sich in
einem Punkt schneiden.” (Leibniz 1985, 165). Die erste Verwendung eines
Koordinatensystems mit drei paarweise senkrechten Achsen wird Euler zu-
geschrieben; sie findet sich in seiner 1749 publizierten, sogenannten ersten
Schiffstheorie von 1738 (Verdun 2003, 170f.).

Christian von Staudt und die weitere Entwicklung

Wie bereits erwdhnt, war es erst Christian von Staudt, der eine erhebliche
Verschirfung von Euklids Satz X1, 3 formulierte (Staudt 1847, 8):

,»20. ... zwei Ebenen, welche durch einen und denselben Punkt gehen,
schneiden sich in einer Geraden, welche ebenfalls durch jenen Punkt
geht, auBlerhalb aber ... die beiden Ebenen keinen gemeinsamen Punkt
mit einander gemein haben.*

Beziiglich des Existenzproblems ist von Staudt also soweit gekommen, wie
nur moglich: Aus derjenigen eines einzigen gemeinsamen Punktes folgt
schon die Tatsache, dass die fraglichen Ebenen eine ganze Gerade gemein-
sam haben. Allerdings gibt von Staudt keinen Beweis fiir seinen Satz. Einen
solchen findet man unter ausdriicklicher Berufung auf von Staudt zwanzig
Jahre spiter bei Baltzer in dessen vielgenutzten ,,Elementen der Mathema-
tik“. — Die Bedeutung von Baltzers ,,Elementen® fiir die Geschichte der
Geometrie, insbesondere fiir die Verbreitung der nichteuklidischen Geome-
trie im deutschen Sprachraum, beschreibt Voelke (Voelke 2005, 56f.).
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Sei A der Schnittpunkt der beiden Ebenen e und €’, dann lege man in e
durch A die Geraden DE und CB (siehe die Originalabbildung aus Baltzer
1867, 145; in dieser ist die Ebene e nicht angedeutet): ,,Durch die Punkte B
und F, welche auf verschiedenen Seiten der zweiten Ebene [das ist e’] lie-
gen, ist eine Gerade bestimmt, welche die zweite Ebene [e’] in F schneidet.*
(Baltzer 1867, 145). Mit den Punkten B und E liegt die Gerade durch diese
ganz in e, folglich ist auch F ein Punkt im Schnitt der beiden Ebenen. Wie
iblich folgert man, dass dann der Schnitt eine ganze Gerade sein muss.

Zwar gibt Baltzer keine axiomatische Grundlegung — was im Ubrigen
kaum der Intention seines Buches, das ein Kompendium der Mathematik fiir
die Hand des Lehrers sein sollte — entsprochen hitte. Dennoch ist seine Dar-
stellung so klar und detailliert, dass man aus ihr wichtige Hinweise in der
genannten Richtung entnehmen kann; sie ist gewissermalien ,,proof genera-
ting®, um mit einer vagen Anleihe bei Lakatos zu reden. Insbesondere fillt
auf, dass der Baltzersche Beweis auf der Zerlegung des Raumes durch eine
Ebene in zwei disjunkte Teilriume beruht, was wiederum den ersten deutli-
chen Hinweis auf das Dimensionsproblem liefert.

Die erste Axiomatik der projektiven Geometrie und der Euklidischen
Kongruenzgeometrie wurde 1882 von Pasch in seinen ,,Vorlesungen iiber
neuere Geometrie* vorgelegt. Er 16ste das Problem, das uns hier interessiert,
durch einen ,,Kernsatz*“ (Paschs Ausdruck, welcher in etwa unserem ,,Axi-
om*“ entspricht); dieser findet sich in dem Paragraphen, der der euklidischen
Ebene gewidmet ist und der im Wesentlichen die Inzidenz- und Anord-
nungsaxiome der Raumgeometrie enthélt (Pasch 1976, 20):

111 Kernsatz. — Wenn zwei ebene Flidchen P, P’ einen Punkt gemeinsam
haben, so kann man einen anderen Punkt angeben, der sowohl mit allen
Punkten von P als auch mit allen Punkten von P’ je in einer ebenen Fli-
che enthalten ist.*

Anders gesagt: Haben zwei Ebenen einen Punkt P gemeinsam, so haben sie
noch einen weiteren Punkt P° gemeinsam. Der Rest folgt dann wie in friihe-
ren Beweisen (vgl. Lehrsatz 9 bei Pasch 1976, 23). Dieser Kernsatz recht-
fertigt sich nach Pasch im Sinne von dessen empirischer Auffassung wie
folgt: ,,Wenn zwei ebene Flichen gegeben sind, so kann ein Punkt A in bei-
den zugleich enthalten sein. Wir nehmen dann allemal wahr, dass der Punkt
A nicht der einzige gemeinschaftliche Punkt ist, wenn wir notigenfalls die
beiden Flidchen oder eine von ihnen gehorig erweitert haben® (Pasch 1976,
20). Da es Pasch auch um den Aufbau der projektiven Geometrie geht, die er
nach dem Vorbild von Staudts durch die Einfiihrung uneigentlicher Punkte
iber Strahlenbiischel gewinnt, muss es auch ein projektives Gegenstiick zum
Kernsatz III geben. Dieses lautet (Pasch 1976, 49):

,»13. Zwei [projektive; K. V.] Ebenen haben stets eine Gerade gemein.*

Der Beweis ergibt sich iiber das Ebenenbiindel, welches durch die beiden
Ebenen gelegt werden kann. Pasch stellt keine Beziehung zwischen seinem
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Kernsatz und der Dimensionsproblematik des Raumes her, wohl schon des-
halb, weil fiir ihn der Begriff ,,Raum* — ebenso iibrigens wie der Begriff
,,Dimension“ — im Rahmen der Kernsitze nicht vorkommt (Pasch 1976, 92,
FuBnote 2 und Pasch 1925).

Hilbert hat in seinen ,,Grundlagen der Geometrie® die Bedeutung des
fraglichen Satzes deutlich herausgearbeitet. Im Bereich der Inzidenzaxiome
(bei Hilbert ist dies die Axiomengruppe I der Verkniipfung) finden wir (Hil-
bert 1972, 4):

»1 7. Wenn zwei Ebenen «,  einen Punkt A gemein haben,
so haben sie wenigstens noch einen weiteren Punkt B gemein.
I 8. Es gibt wenigstens vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte.*

Dies wird so kommentiert (Hilbert 1972, 4):

»Axiom I 7 bringt zum Ausdruck, dass der Raum nicht mehr als drei
Dimensionen enthilt, Axiom I 8 hingegen, dass der Raum nicht weniger
als drei Dimensionen enthilt.*

Damit war der Bezug von Euklids XI, 3 und der Dreidimensionalitit des
gewohnlichen Raumes explizit hergestellt. Allerdings erscheint XI, 3 nicht
gerade als eine naheliegende und intuitiv einsichtige Formulierung fiir diesen
Sachverhalt.

Insofern erstaunt es nicht, dass Friedrich Schur in seinen ,,Grundlagen der
Geometrie* einen etwas anderen Weg gegangen ist. In der mit ,,Postulate des
Raumes* iiberschriebenen Nummer 3, welche die Postulate der Geraden und
Ebenen ergiénzt, finden wir folgende Festsetzung (Schur 1909, 11):

,»1. Postulat: AufBerhalb jeder Ebene gibt es Punkte.*

Auf der Basis von 7. ist es Schur mdoglich, eine Art von konstruktiver Defi-
nition des Begriffes ,,Raum* zu geben (Schur 1909, 11):

3. Definition. Die Menge der Punkte derjenigen Geraden, welche er-
stens jeden von vier nicht in einer Ebene gelegenen Punkten mit den
Punkten des durch die drei anderen bestimmten Dreiecks und zweitens
die Punkte der Strecke durch je zwei der vier Punkte mit denjenigen der
Strecke durch die beiden andern verbinden, heift ein Raum.*

Man beachte, dass hier von einem Raum die Rede ist, dieser also durchaus
Raum in einem Hyperraum sein konnte. Die Beschrinkung auf das Dreidi-
mensionale kommt erst in Verbindung mit dem folgenden Axiom (Schur
1909, 13):

,»3. Aulerhalb eines Raumes gibt es keine Punkte.*
Schurs Beweis des Satzes X1, 3 beruht auf folgendem Satz (Schur 1909, 12):

,»10. Satz. Ein Raum wird durch jede Ebene desselben so in zwei Teile
geteilt, dass die Strecke von einem Punkt des einen Teiles nach einem
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Punkte des andern stets einen Punkt der Ebene enthilt, diejenige von ei-
nem Punkte des einen Teils nach einem Punkt desselben aber keinen.*

Der Beweis hierfiir ergibt sich aus Schurs Definition 3 unter Zuhilfenahme
des folgenden Sachverhalts: Ist ein Raum im Sinne der genannten Definition
gegeben, so zerlegen die Ebenen, welche von je drei der vier vorgegebenen
Punkte A, B, C und D — man konnte sie Fundamentalpunkte nennen — fest-
gelegt werden, den fraglichen Raum in genau 15 verschiedene Teile: zum
einen die Pyramide ABCD, sodann 4 ,,unendliche Pyramiden*, welche ihre
Spitze jeweils in einem Eckpunkt der Pyramide haben, 4 ,,abgestumpfte un-
endliche Pyramidenstiimpfe” iiber den Seitenflichen der Pyramide sowie 6
unendliche ,Keile* iiber den Pyramidenkanten; dies wird ausfiihrlich be-
schrieben im § 34 von Mobius’ ,,Barycentrischem Calcul® (Mdbius 1827,
39). Die Pyramide ABCD heifit bei M&bius ,,Fundamentalpyramide*; ihm
geht es dabei um die Einfiihrung von baryzentrischen Koordinaten im Raum.
Nun kann man einen beliebigen Punkt P des Raumes vorgeben, sich seine
moglichen Lagen in Bezug auf die genannten 15 Bereiche iiberlegen und
dann ganz konkret argumentieren (Schur 1909, 12f). Allerdings scheint die-
ser ,,Beweis* zirkuldr, denn die Zerlegung des Raumes in die genannten 15
Bereiche setzt ja schon voraus, dass die fraglichen Ebenen den Raum in zwei
Halbriaume zerlegen.

Euklid XI, 3 ldsst sich nun in der schon oben gesehenen Weise begriin-
den. Schurs Analyse des Problems legt eigentlich die Losung nahe, die Zer-
legung des Raumes durch Ebenen in Halbraume als Axiom zu wihlen und
auf dessen Basis Euklid XI, 3 zu beweisen. Dadurch wiirde auch sofort klar,
warum die Verhiltnisse im vierdimensionalen Raum anders liegen. Diese
Losung findet sich in der Tat in einer etwas raffinierteren Form in A. N.
Whiteheads ,,The axioms of descriptive geometry* (1907): ,,For three-
dimensional geometry two other axioms are requested: XV. A point can be
found external to any plane. ... XVI. Given any plane p, and any point A
outside it, and any point Q on it, and any point B on the prolongation AQ,
then, if X is any other point [on the straight line through A and B], either X
lies on the plane p, or AX intersects the plane p, or BX intersects the plane p.
... Axiom X VI secures the limitation to three dimensions, and the division of
space by a plane. It can also be proved from the axioms that, if two planes
intersect in at least one point, they intersect in a straight line” (Whitehead
1907, 6).

Damit ist die Geschichte von Euklid XI, 3 zu einem relativen Ende ge-
langt, insofern dieser Satz nun seine systematische Stellung im Gesamt einer
Axiomatik der rdumlichen Geometrie gefunden hat; insbesondere ist seine
wahre ,raison d’étre*“ gefunden — die Tatsache nidmlich, dass Ebenen den
Raum zerlegen. Von einem formalistischen Standpunkt aus ist letztere Aus-
sage natiirlich nicht nachvollziehbar, denn aus dieser Sicht ist jedes konsi-
stente und vollstindige Axiomensystem zuldssig. Dennoch zeigt gerade die
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Geschichte, dass diese Position nicht diejenige ist, welche die Praxis der
Geometer leitet(e).

Anmerkungen

"Viele der Uberlegungen, welche im Nachfolgenden dargelegt werden, gehen auf einen For-
schungsaufenthalt im Friihjahr 2007 am Archiv Henri Poincaré an der Université Nancy 2
zuriick. Ich mochte allen Beteiligten fiir diese Moglichkeit und fiir die freundliche Aufnah-
me danken, insbesondere Gerhard Heinzmann, Philippe Lombard und Philippe Nabonnand.

% Hiermit soll nicht bestritten werden, dass besonders die Frage nach der Natur des Raumes in
der Philosophie und in den Naturwissenschaften und ihren Vorldufern eine wichtige Rolle
spielte — man denke etwa an die einschlidgige Debatte zum Thema ,,absoluter versus ,,rela-
tiver* Raum. Zu diesen Aspekten vgl. man den Klassiker ,,Concepts of Space” von M.
Jammer (21993).

3 Im Franzosischen und Englischen wurde anscheinend schon friiher als im Deutschen der
Begriff ,,.Dimension® allgemein verwendet, wihrend im Deutschen eher ,,Abmessung® ge-
brauchlich war; so enthélt auch Huttons ,,Mathematical and philosophical dictionary* (1796)
einen Eintrag ,.Dimension®.

* Es liegt nahe, hier einen Einfluss der elementaren analytischen Geometrie anzunehmen, die
sich ja erst um 1800 herum entfaltete (Lagrange, Monge, Lacroix, Biot). Dies soll in einer
Dissertation von Jan Schmidt (K6ln) genauer untersucht werden.

3 Legendre 1817, 139; Lacroix 1819, 131. Letzterer verwendet ausdriicklich die Eigenschaft,
dass eine Gerade, die zwei (nicht identische) Punkte mit einer Ebene gemeinsam hat, ganz in
dieser liegen muss (Lacroix 1819, 131), was bei ihm aus der Wesensart der Geraden und
Ebenen folgt (,,... 1a ligne droite s’applique exactement au plan dans tous les sens ...“ (ebd.)
— vgl. auch Definition VI auf Seite 1f). Legendre dagegen stiitzt sich auf das Korrolar 1 zu
Satz II des fiinften Buches (Legendre 1817, 138), welches in moderner Ausdrucksweise be-
sagt, dass drei nicht kollineare Punkte eine Ebene festlegen. Ubrigens gibt es bei Legendre
auch eine Definition des ,,Ausgedehnten‘: ,L’étendue a trois dimensions, longueur, largeur
et hauteur.“ (Legendre 1817, 1). Es ist wohl angebracht, ,.étendue” hier mit , Korper*
gleichzusetzen und nicht an den abstrakten Raum zu denken. ,,.L’étendue* hat sicher einen
Bezug zu Descartes’ ,res extensa® (ich danke J. P. Friedelmeyer [Osenbach] fiir diesen
Hinweis). Auch bei Lacroix kommt noch ,,Raum* in elementarer oder konkreter Bedeutung
vor: ,,L.’espace que les corps occupent a nécessairement trois dimensions, ...*“ (Lacroix 1819,
1) — unter der Uberschrift , Notions générales sur I’étendue.

® Eine Analyse der stereometrischen Biicher gibt Vitrac in seiner Euklid-Ausgabe. Eine aus-
fiihrliche Arbeit zur logischen Struktur der stereometrischen Biicher stammt von Neuen-
schwander. Nach Neuenschwander findet der Satz XI, 3 in folgenden Sitzen des XI. Buches
Verwendung: 5, 6, 7, 13, 14, 16, 17 und 38 (Neuenschwander 1974, 93f.). Allerdings ist zu
beachten, dass nicht alle der genannten Verwendungen unumginglich sind. So zitiert z. B.
Euklid im Beweis von XI, 14 den Satz XI, 3; da aber die in diesem Satz formulierte Eigen-
schaft (,,Ebenen, auf denen dieselbe Gerade senkrecht steht, sind parallel.” [Euklid 1973,
326]) unabhingig von der Dreidimensionalitit ist, miisste ein anderer Beweis zu finden sein.



210 Klaus Volkert

Literatur

Baltzer, Richard (21867). Die Elemente der Mathematik. Zweiter Band Planimetrie, Ste-
reometrie, Trigonometrie. Leipzig: Hirzel.

Bézout, Etienne (1812). Cours de mathématique a l'usage de la Marine et de I’Artillerie.
Seconde partie contenant la géométrie, la trigonométrie rectiligne et la trigonométrie
sphérique. Notes sur la géométrie. Elémens de géométrie descriptive et problemes par
A.-A.-L. Reynaud. Paris: Courcier.

Boyer, Charles (1956). History of Analytic Geometry. New York: Scripta,

Crilly, T. / Johnson, D. M. (1999). The Emergence of Topological Dimension Theory.
History of Topology, ed. by I. M.James. Amsterdam: Elsevier, 1-24.

Ersch, Samuel / Gruber, Johann Gottfried (1818). Allgemeine Encyclopddie der Wissen-
schaften und Kiinste, in alphabetischer Folge. Erster Theil. Leipzig: Gleditsch.

Euclide (2001). Les Eléments. Volume 4. Livres XI-XIII, Géométrie des solides. Traduction et
commentaires par Bernard Vitrac. Paris: Presses Universitaires de France.

Euklid (1973). Die Elemente. Nach Heibergs Text aus dem Griechischen iibersetzt und
herausgegeben von Clemens Thaer. Darmstadt: Wissenschaftliche Buchgesellschaft.

Hérigone, Pierre (1634). Cursus mathematicus ... /Cours mathématique ...Paris: le Gras, [di-
gitalisiert bei ,,Gallica* zu finden].

Hilbert, David (''1972). Grundlagen der Geometrie. Stuttgart: Teubner.

Jammer, Max (21993). Concepts of Space. The History of Theories of Space in Physics. New
York: Dover.

Kern, Stephen (1983). The Culture of Time and Space 1880—-1918. London: Weidenfeld and
Nicolson.

Kliigel, Georg Simon (1803). Mathematisches Worterbuch. Erste Abtheilung. Die reine Ma-
thematik. Erster Theil von A bis D mit acht Kupferstichen. Leipzig: Schwickert.

Lacroix, Sylvestre F. (*'1819). Elémens de géométrie a I'usage de I’Ecole Centrale des Qua-
tre-Nations. Paris: Courcier,

Legendre, Adrien Marie (*'1817). Eléments de géométrie. Paris: Didot.

Leibniz, Gottfried Wilhelm (1985). Die Theodizee von der Giite Gottes, der Freiheit des
Menschen und vom Ursprung des Ubels. Philosophische Schriften Band II, zweite Hilfte,
herausgegeben und iibersetzt von H. Hering. Darmstadt: Wissenschaftliche Buchgesell-
schaft.

Mobius, August Ferdinand (1827, Reprint 1976). Der baryzentrische Calkiil. Leipzig: A.
Barth, Reprint Hildesheim, New York: Olms.

Neuenschwander, Erwin (1974). Die stereometrischen Biicher der Elemente des Euklid. Ar-
chive for History of Exact Sciences 14, 9-125.

Pasch, Moritz (1925). Dimension und Raum in der Mathematik. Annalen der Philosophie 5,
109-120.

Pasch, Moritz (1976). Vorlesungen iiber neuere Geometrie. Berlin u.a.: Springer, Nachdruck
der Ausgabe Berlin (21926).

Schur, Friedrich (1909). Grundlagen der Geometrie. Leipzig und Berlin: Teubner.
Staudt, Christian von (1847). Geometrie der Lage. Niirnberg: Korn.

Troptke, Johannes (31940). Geschichte der Elementarmathematik. Band 4 ,,Ebene Geome-
trie“, bearbeitet von K. Vogel. Berlin: De Gruyter.

Verdun, Andreas (2003). Leonhard Eulers Einfithrung und Anwendung von Bezugssystemen
in Mechanik und Astronomie. Elemente der Mathematik 58, 169-176.

Voelke, Jean-Daniel (2005). Renaissance de la géométrie non euclidienne entre 1860 et 1900.
Bern u.a.: P. Lang.



Wie viele Dimensionen hat der Raum? 211

Whitehead, Alfred North (1907). The Axioms of Descriptive Geometry. Cambridge: The
University Press.

Wolft, Christian (1716). Mathematisches Lexicon. Leipzig: Gleditsches sel. Sohn, zitiert

nach: Gesammelte Werke, 1. Abteilung: Deutsche Schriften. Band 11, hg. und bearbeitet
von J. E. Hofmann (1978). Hildesheim, New York: Olms.






Horst Struve
Universitit zu Kdln

Didaktische Probleme der Analysis
und ihr historischer Ursprung

Summary

In this article we discuss some didactical problems of the calculus and show
that they have their origin in the historical development of the calculus.

Die Mathematical Association of America publizierte 1974 den Band Apo-
stol (1969) zur Didaktik der Analysis. Die Selected Papers on Calculus be-
inhaltet eine Sammlung von Artikeln aus den Zeitschriften American Ma-
thematical Monthly und Mathematics Magazine, in denen es um die Bedeu-
tung und Verwendung von Differentialen geht. In dem folgenden Beitrag
wird versucht, diese Probleme aus der historischen Entstehung des calculus
zu erkléren.

Nachdem wir in Abschnitt 1 die moderne Auffassung des Differentialbe-
griffs skizziert haben, stellen wir in Abschnitt 2 die mit dem Differentialbe-
griff verbundenen Probleme dar, die in den Selected Papers on Calculus
diskutiert werden. Der Begriff des Differentials wurde von Leibniz in die
Mathematik eingefiihrt. Abschnitt 3 beschreibt den Leibnizschen calculus
differentialis und calculus integralis, so wie diese im ersten Lehrbuch der
Analysis dargestellt wurden, den Vorlesungen Die Differentialrechnung und
Die erste Integralrechnung von Johann Bernoulli aus den Jahren 1691/92 (J.
Bernoulli 1924 und 1914). Abschnitt 4 unseres Beitrages enthélt eine Rekon-
struktion des Leibnizschen calculus, in der wir nachweisen, dass dieser eine
konsistente Theorie ist. Dazu konstruieren wir ein analytisches Modell des
Leibnizschen calculus (vgl. hierzu Burscheid / Struve 2001 und 2002). Im
letzten Abschnitt diskutieren wir die mit dem Differentialbegriff verbunde-
nen Probleme vor dem Hintergrund dieser Rekonstruktion. — Herrn Profes-
sor Hans Joachim Burscheid und Herrn Ingo Witzke (Universitit zu Koln)
danke ich fiir wertvolle Hinweise.

1 Die moderne Auffassung

Was ist ein Differential? Ausgangspunkt fiir die moderne Auffassung, so wie
man sie beispielsweise in Walter (1992, 245) findet, ist der folgende Satz:
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Eine in einer Umgebung U der Stelle x definierte Funktion f ist genau
dann an dieser Stelle differenzierbar, wenn es eine Konstante ¢ und eine
Funktion ah) derart gibt, dass (fiir x+h € U)

fix+h) =f(x) + ch+ h gh) und }gno gh) = 0 ist.

Es ist dann f(x) = c.

Der Zuwachs Af = f(x+h) — f(x) wird in zwei Terme zerlegt, einen linea-
ren Hauptterm ch = f'(x) h und einen Rest von der Grofle h €(h). Der Haupt-
teil ist eine lineare Funktion von h, die als Differential df der Funktion f (im
Punkt x) bezeichnet wird. Auch den Zuwachs der unabhéngigen Variablen x
nennt man ein Differential und bezeichnet es mit dx statt h. Nach Definition
gilt dann

df = f'(x) dx bzw. mit y = f(x) auch dy = f'(x) dx.

Das Differential einer Funktion f ist eine Funktion dy = df(x, dx) von zwei
Variablen x und dx (oder h).

Der Zuwachs h der unabhéingigen Variablen x wird in der Literatur auch
hiufig mit Ax bezeichnet (vgl. Courant 1971, 97), so dass dann Ax = dx ist.
Mit y =f(x) und Ay = Af ergibt sich fiir den Zuwachs der Funktion f die
Gleichung Ay = f(x + Ax) — f(x). In der folgenden Abbildung (vgl. Farbbild
15) sind die genannten Objekte bezogen auf einen Punkt P mit Abszisse x
veranschaulicht.

¥

I
i
I
1
]
I
1
x xi+Ax x

Fassen wir den Status der bislang vorgekommenen mathematischen Ob-
jekte noch einmal zusammen (wobei wir der Einfachheit halber von einer
Funktion f ausgehen, deren Definitionsbereich die Menge R ist):
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Symbol Bezeichnung Status
f Funktion Funktion von R nach R
unabhéngige Variable x | Variable fiir eine beliebige reelle
Zahl
y =f(x) abhiingige Variable y reelle Zahl, Wert der Funktion f
an der Stelle x
dx = Ax Differential von x Variable fiir eine beliebige reelle
Zuwachs von x Zahl
Ay = Af Zuwachs f(x+Ax) — f(x) | Funktion von x und Ax (von
R x R nach R)
dy = df(x, Differential von y, Funktion von x und dx (von
dx) linearer Anteil am R x R nach R)
Zuwachs Ay von y

Es sei angemerkt, dass in der Literatur hdufig eine gewisse Ambiguitit in
der Bedeutung von Bezeichnungen der Art f(x) besteht: Ist eine Funktion,
die von einer unabhéingigen Variablen x abhingt gemeint oder der Wert die-
ser Funktion an der Stelle x? Taylor (1974, 380 f.) konstatiert diese Zwei-
deutigkeit durchgehend in der Geschichte des calculus. Er schldgt vor,
Funktionen x—f(x) mit f zu bezeichnen und f(x) fiir den Wert einer Funktion
an der Stelle x zu reservieren. In diesem Sinne ist df: (x, dx)—f"(x) dx.

2 Probleme des Umgangs mit Differentialen

In den Zeitschriften American Mathematical Monthly und Mathematics Ma-
gazine werden die folgenden Probleme im Zusammenhang mit dem Diffe-
rentialbegriff angesprochen:

. . . A
(1) In Lehrbiichern findet man héufig die Gleichung lim 2 d_y
Aax—0Ax  dx

gen Ax = dx ist sie dquivalent zu lim Ay = dy . Auf beiden Seiten der Glei-
ax—0dx  dx
chung stehen Quotienten, deren Zihler (Ay und dy) Funktionen von zwei
Variablen sind (x und dx) und deren Nenner die Variable dx ist. Um einen
sinnvollen mathematischen Ausdruck zu erhalten, muss man dx als eine
Funktion betrachten und damit die Quotienten als Quotienten zweier Funk-
tionen. Dieser Quotient ist dann wiederum eine Funktion. Problematisch
erscheint, dass nicht etwa die Gleichheit dieser Funktionen behauptet wird,
sondern von einer dieser beiden Quotientenfunktionen ein Grenzwert gebil-
det wird (Ax — 0), von der anderen Funktion aber nicht — in den Worten von
Kac / Randolph (1942): ,,The unsophisticated undergraduate... may admire
the cleverness of dx for being able to remain constant on one side of an

equation and (since dx = Ax) approach zero on the other.”“ Etwas gewihlter
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formuliert es A. Church (1942): ,.If dx is identified with Ax, the same vari-
able Ax appears in the equation in two different roles, on the left as a free
variable and on the right as a bound variable.”

Die intendierte Bedeutung der Gleichung lim ﬂzd_y erkennt man
Max—0 Ax  dx

vielleicht am besten, wenn man ihre Begriindung analysiert. Die linke Seite

der Gleichung ist bekanntlich der Wert der Ableitung f” an der Stelle x, also

f’(x). Die rechte Seite der Gleichung liefert ebenfalls f'(x), wenn man die
(oben angegebene) Gleichung dy = f"(x) dx nach f'(x) auflost.

Betrachten wir hierzu ein Beispiel: Es sei f: x — x*. Dann ist Ay =

(X + Ax)* = x* = (x + dx)* — x* = 2x dx + dx’ und dy = 2x dx. Es folgt % =
X

2
XX +dX oy 4 dx, also lim S = 2x und ebenfalls & = 2X9X _ 5y
dx Ax—0 AX X dx
Wie aber muss man die hier auftretenden Symbole interpretieren?

: . A . .
Die Funktion A_y betrachtet man bei der Grenzwertbildung Ax (=
X
dx) — 0 als eine Funktion, die nur von Ax (= dx) abhingt. Dies bedeutet,
dass auch Ay als eine Funktion angesehen wird, die nur von Ax (= dx) ab-

. A :
hingt: Ay wird an der ,,Stelle” x betrachtet. A_y bezeichnet dann den (von
X

Ax = dx abhingigen) Wert der Quotientenfunktion an der Stelle x. Man be-
stimmt den Grenzwert dieser Funktion (von einer unabhéngigen Variablen)
fiir dx — 0. Das Ergebnis ist ein Term in x, der Grenzwert von Sekanten-

steigungen (vgl. obige Figur). Die rechte Seite der Gleichung lim Ay = dy

ax—0 AX  dx
erhdlt man durch Umformung der Beziehung dy = f’(x) dx. Durch diese
Gleichung wird das Differential dy als Funktion von x und dx beschrieben
(bzw. definiert). Die Bildung des Quotienten von dy und dx macht in unse-
rem Kontext nur Sinn, wenn man dy als Funktion von dx an der Stelle x

betrachtet. Die von dx abhingige Funktion dy(dx) an der Stelle x ist eine

lineare Funktion, die Quotientenfunktion j—z eine konstante Funktion. Die
Konstante gibt die Steigung der Tangente an der Stelle x an. Diese Steigung
ist gleich dem Grenzwert (der Sekantensteigungen) auf der linken Seite der
Gleichung.

Mit Blick auf die Bedeutung der Symbole kdnnen wir festhalten, dass die
diskutierte Gleichung durchaus problematisch ist. Die linke Seite gibt den
Grenzwert einer Funktion an, die rechte Seite den Wert einer konstanten
Funktion. In unserem Beispiel lautet die Gleichung: 2x = 2x. Die linke Seite

2
ist der Grenzwert der Funktion 2xd);—+dx fiir dx — 0, die rechte Seite gibt
X
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den Wert der (von dx abhingigen) Funktion 3—y(= 2?;&
X

X
gen Stelle dx an. Die numerischen Werte stimmen iiberein, die bezeichneten
mathematischen Objekte nicht.

) an einer beliebi-

(2) Interpretation von Regeln des calculus differentialis
Es gibt einige Regeln der Differentialrechnung, die in der Formulierung mit
Differentialen eine bestechend einfache Form annehmen. Zwei Beispiele
seien genannt (vgl. Courant 1971, 136, 128):

Die sog. Kettenregel besagt: Man erhilt die Ableitung der zusammenge-
setzten Funktion als Produkt der Ableitungen der bei der Zusammensetzung
benutzten Funktionen. Mit Hilfe von Differentialen lisst sich die Regel wie

folgt formulieren: j—y jy gu Als Beispiel betrachten wir die Funktion y =
X
sin” x. Mit u(x) = sin x ist d_y = 2u und du = cos X, also d_y =2ucos X =
du dx dx

2 sin X oS X.

Die Regel zur Differentiation der Umkehrfunktion lautet: Zwischen dem
Differentialquotienten der gegebenen Funktion y = f(x) und dem der Um-
kehrfunktion x = @(y) besteht fiir zusammengehorige Werte x, y die Bezie-

hung . Ist beispielsweise y = x, so gilt dy = 2x und die Um-
d ~ dx / dx
dy
kehrfunktion x = \/; hat die Ableitung _1__1 .
dy  2x 2y1/2

Die Verwendung von Differentialen bei der Formulierung dieser Aussa-
gen zeigt primae facie deren Plausibilitdt — und fiir einige Schiiler und Stu-
dierende wohl auch aufgrund der Analogie zu Bruchrechengesetzen deren
Giiltigkeit. Schaut man genauer hin, so zeigen sich Probleme. In beiden
Gleichungen besitzen gleichbezeichnete Differentiale verschiedene Bedeu-

tungen. So bezeichnet in der Kettenregel — dy _ 4y du

« dy
X du dx der ,,Bruch ™ die

Ableitung der Funktion y(u) nach der unabhédngigen Variablen u. g_u sym-
X

bolisiert aber die Ableitung der abhiingigen Variablen u nach der Unabhin-
gigen x. du bezeichnet einmal das Differential einer unabhingigen Varia-
blen, das andere mal das Differential einer abhéingigen Variablen. Dies sind
aber Verschiedene mathematische Objekte. — Entsprechend gilt: In der Glei-

5

chung d bedeutet — dle Ableitung der Funktion y(x) nach der
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unabhiéngigen Variablen x, wihrend d%y die Ableitung der Umkehrfunk-

tion x(y) nach der unabhidngigen Variablen y denotiert. Man wendet also
Bruchrechengesetze auf Symbole an, die unterschiedliches bezeichnen.

3) J. f(x)dx : Was fiir einen Sinn hat diese Schreibweise, wenn dx eine
von x unabhiéngige Variable ist? Wechselt man die Bezeichnung von dx und
setzt dx = z (was erlaubt ist, wenn x und dx voneinander unabhingige Varia-
blen sind), so erhilt man J. f(x)dx = jf(x)z. Warum sollte dann aber das

Integral von zwei unabhéngigen Variablen x und z das in der Theorie gefor-

derte Resultat liefern, etwa J. Xz =%X2 + C (C die Integrationskonstante)?

(4) Hat das Differential ,,dx“ in der Differentialrechnung dieselbe Be-
deutung wie in der Integralrechnung? Hintergrund dieser Frage ist die Beob-

achtung, dass in dem Ausdruck J. f(x)dx das Differential dx nach moderner

Auffassung iiberfliissig ist. Einige Autoren schreiben auch nur j f, wenn

wie in dem hier betrachteten Fall klar ist, dass f eine Funktion von einer
einzigen unabhiéngigen Variablen, der Integrationsverinderlichen, ist. Walter
(1992, 277) begriindet die ZweckmiBigkeit der ,,zundchst umstédndlich er-

scheinenden Schreibweise If(x)dx mit der eingédngigen Formulierbarkeit

der Substitutionsegel (,,... das rein formale Rechnen mit Differentialen liefert
das richtige Ergebnis* — vgl. unsere Ausfiihrungen in (5)).

(5) Interpretation von Regeln des calculus integralis
Auch einige Regeln der Integralrechnung haben eine besonders einprigsame
Darstellung, wenn man Differentiale verwendet. Hierzu gehoren die folgen-
den:

Die Substitutionsregel If(x)dx = j f(p(u))p(w)du mit x = @) (vgl.

Walter (1992, 277) lautet bei Verwendung von Differentialen J. f(x)dx =

If(x(u)) g—xdu . Diese Formulierung legt auch schon einen Beweis der Regel
u

nahe, namlich durch ,,Kiirzen* von du.
Die Methode der Trennung der Variablen zum Losen von Differential-
dy

gleichungen erster Ordnung der Art y'g(y) =f (x): Setzt man y” = i SO
X

ist d—yg(y) =f (x) und damit f (x)dx =g (y)dy. Losungen der Differenti-

dx
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algleichung erhdlt man nun, indem man beide Seiten integriert:

If(x) dxz'[g(y)dy.

Der Eleganz dieser Umformungen steht die Frage nach ihrer Bedeutung
und ihrer Beweiskraft gegeniiber. Zur Substitutionsregel schreibt Allendoer-
fer (1952, 403-406): ,,The proof of this theorem does not consist of the ob-
servation that: dx = (dx/du)du; even though this collection of nonsense may
be an aid to the memory, a crutch for poor students, and a convenience for
the experienced mathematician.” Die Methode der Trennung der Variablen
bezeichnen Knobloch / Kappel (1974, 22) als ein ,,formales Rezept*, Cou-
rant (1972, 382) als eine ,,symbolische Schreibweise”. Mit Blick auf die
moderne Bedeutung von Differentialen nur zu versténdlich.

(6) Der Umgang mit Differentialen wire effektiver, wenn Differentiale
gleichberechtigt wiren i. d. S., dass der Umgang mit ihnen symmetrisch
wére. In den Worten von Church (1942): ,.... one of the advantages in the use
of differentials that various variables are symmetrically treated, without ar-
bitrarily singling out one or more of them as the independent variable or
variables.“ In der modernen Auffassung ist dies nicht gegeben (vgl. Ab-
schnitt 1).

3 Der Leibnizsche calculus

Im Folgenden beschreiben wir Teile des Leibnizschen calculus differentialis
und des calculus integralis, so wie sie im ersten Lehrbuch der Analysis dar-
gestellt wurden, den Vorlesungen Die Differentialrechnung und Die erste
Integralrechnung von Johann Bernoulli aus den Jahren 1691/92 (J. Bernoulli
1924 und 1914). Eine detaillierte Darstellung findet man in Burscheid /
Struve (2001 und 2002).

Die Infinitesimalrechnung im 17. Jahrhundert wurde ,,within the body of
the Cartesian analysis* entwickelt, ,,which at that time may be characterised
as the study of curves by means of algebraic techniques* (Bos 1974/75, 4).
Die untersuchten Kurven wurden nicht — wie heutzutage in der analytischen
Geometrie —, mit Hilfe von Zahlen und Variablen definiert, sondern wurden
durch Konstruktionen gegeben. Man vergleiche hierzu etwa die Figuren in
La Géométrie von R. Descartes (1637), in denen zur Kurvenkonstruktion
verwandte physikalische Hilfsmittel, etwa Holzlineale, realititsnah wieder-
gegeben sind (vgl. auch Bos 1981). Erst nachtriiglich, d. h. nachdem die
Konstruktionen durchgefiihrt worden sind, werden Koordinaten zur einfa-
chen Beschreibung und Untersuchung der Kurven eingefiihrt. Variable wie
»Xx“und ,,y*“ bezeichnen Groflen, i. a. geometrische Grofien, etwa Strecken-
langen. Den Punkten einer Kurve lassen sich solche GroBen, etwa die Linge
x der Abszisse und die Linge y der Ordinate, zuordnen. Erst die Kurve defi-
niert Relationen zwischen den GréBen, die ihren Punkten zugeordnet sind.
Die Zuordnungen sind grundsétzlich unabhiingig voneinander. (Diese Unab-
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hingigkeit wird in der heutigen Mathematik deutlich, wenn zur Beschrei-
bung einer Kurve eine Parameterdarstellung gewihlt wird. Ist etwa eine Pa-
rabel durch die Funktionen

x =t und y=t2 (te R
gegeben, so legt diese Parabel die Bezichung y = x* zwischen den Lingen x
der Abszissen und den Lingen y der Ordinaten der Kurvenpunkte fest. Und
es ist nicht etwa so, dass die Gleichung y = x> die Parabel definiert.)

Die Abbildungen, die den Punkten einer Kurve C die Liangen ihrer Ab-
szissen bzw. ihrer Ordinaten zuordnen, bezeichnen wir als Groflenfunktio-
nen. Weitere von Bernoulli betrachtete Grolenfunktionen sind die Bogen-
lange, die nach Auszeichnung eines Punktes jedem Kurvenpunkt die Bo-
genldnge beziiglich des ausgezeichneten Punktes zuordnet, sowie solche
Funktionen, die sich aus den genannten zusammensetzen. Grolenfunktionen
sind dann Abbildungen von C in R.

Der erste Teil der Differentialrechnung beginnt mit den folgenden drei
Postulaten:

1. Eine Grofle, die vermindert oder vermehrt wird um eine unendlich
kleinere Grofle, wird weder vermindert noch vermehrt.

2. Jede krumme Linie besteht aus unendlich vielen Geraden, die selbst
unendlich klein sind.

3. Eine Figur, die zwischen zwei Ordinaten, der Differenz der Abszissen
und dem unendlich kleinen Stiick einer beliebigen Kurve enthalten ist,
wird als Parallelogramm betrachtet.

Uber die korrekte Interpretation der Postulate ist viel und kontrovers dis-
kutiert worden. Wir wollen diese Diskussion hier nicht aufgreifen, sondern
halten nur fest, dass Bernoulli Differentiale als (unendlich kleine) Grof3en
auffasst und jeder GroBe 7y ein (eindeutig bestimmtes) Differential dy zuord-
net.

Nach der Formulierung von Postulaten beschreibt Bernoulli, wie die Dif-
ferentiale von Groflen bestimmt werden, die aus Konstanten und anderen
GroBen zusammengesetzt sind. Ist dabei eine GroBe z aus anderen Grofen x,
y, ... zusammengesetzt, so ist auch das Differential von z aus den Differen-
tialen von x, y, ... zusammengesetzt. Wir bezeichnen im Folgenden solche
GroBen, die nicht aus anderen GroBen zusammengesetzt sind, als atomare
Grofen.

Zunichst betrachtet er, so kann man zusammenfassend sagen, den Fall,
dass eine Grofe z als ein Polynom der atomaren GroB3en x, y, ... ausgedriickt
werden kann. Dann erhilt man das Differential von z = P(x, vy, ...), indem
man die Differenz P(x + dx, y + dy, ...) — P(x, y, ...) berechnet und in diesem
Polynom in x, dx, y, dy, ... alle Glieder, in denen Produkte von Differentia-
len vorkommen, streicht. (Hierbei beruft sich Bernoulli auf Postulat 1.) Die-
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se Regel bezeichnen wir im Folgenden als Polynomregel. Sie ldsst sich auf-
gliedern in eine Summen-, eine Produkt- und eine Konstantenregel.

Beispiele:
(a) Summenregel (Bernoulli 1924, 11): Das Differential von x + y ist
[(x +dx) + (y +dy)] - [x +y] =dx +dy .

(b) Produktregel (Bernoulli 1924, 12): Um das Differential von xy zu
bestimmen, berechnet man zunichst

[(x+dx)~(y+dy)]—[xy] =xdy+ydx+dxdy.

Hieraus ergibt sich als Differential von xy die Grofe x dy + y dx.
(c) Konstantenregel (Bernoulli 1924, 11 f.):

Das Differential von x + a (a eine Konstante) ist

[(x +dx +a)]-[x+a] =dx.

Das Differential von ax (a eine Konstante) ist

[a(x +dx)]-[ax]=a dx.

(d) (Bernoulli 1924, 12) Um das Differential von x> zu bestimmen, be-
rechnet man zunéchst die Differenz
(x + dx)* — x* = 3x* dx + 3x (dx)* + (dx)°.
Die Glieder mit Produkten in dx sind 3x (dx)2 und (dx)®. Lisst man
diese weg, so ergibt sich als Differential von x” gerade 3x> dx.

Im Folgenden bestimmt Bernoulli die Differentiale von Grofen v, die so
von atomaren Grofen X, y, ... abhiingen, dass diese Abhéngigkeit erst nach
einer algebraischen Umformung durch ein Polynom P(y, X, y, ...) in %, X, y, ...
ausgedriickt werden kann. Dann erhilt man das Differential von 7, indem
man das Differential von P(y, X, y, ...) bestimmt und nach dy aufl6st. Hierzu
benutzt Bernoulli die vorher aufgestellten Regeln.

Beispiel:

(e) Quotientenregel (Bernoulli 1924, 12 f.): Zur Bestimmung des Diffe-
rentials von x/y bezeichnet man die Grofle x/y mit z, so dass x = yz
gilt. Nach der Regel fiir Produkte (Beispiel (b) von oben) folgt
dx=ydz+zdy,
also
dx=ydz+ (x/y)dy oder ydz=dx- (x/y)dy,
und damit
dz=(dx — (x/y)dy)/y oder dz=(ydx—xdy)/y"

Wir kommen zur Definition der Integrale, die Bernoulli am Anfang sei-
ner Integralrechnung gibt. Er schreibt (Bernoulli 1914, 3):



222 Horst Struve

Jetzt werden wir umgekehrt zeigen, wie die Integrale der Differentiale
gefunden werden, d.h. diejenigen Groflen, von denen die Differentiale
herriihren.

Ein Integral einer GroBe x fasst Bernoulli also als eine Grofe y auf, de-
ren Differential dy gerade x ist. Mit y ist daher — gemif3 den Regeln der Dif-
ferentialrechnung — auch y + c (c eine Konstante) ein Integral von x. Ber-
noulli gibt die folgenden ersten Beispiele fiir Differentiale und damit Inte-
grale

... dass dx das Differential von x ist und x dx das Differential von % X

oderL 2 + oder - einer konstanten Grife, x° dx das Differential von

L oder é X’ + oder — usw. ... Hieraus liisst sich die folgende allge-

3
meine Regel bilden: a x dx ist das Differential von % A
p

Integration bedeutet also im Leibnizschen calculus nach Definition Anti-
differentiation. Schon hier wird deutlich, dass die Schreibweise j f(x)dx
einen wohldefinierten Sinn erhilt: Das Integral von f(x) existiert i. a. nicht,

nur das Integral von f(x) dx. So ist j3x2 dx = x°; denn das Differential von

x* ist, wie oben berechnet, 3x> dx. Das Integral von 3x°, also J. 3x* existiert

dagegen nicht; denn es gibt keine Grofle, deren — entsprechend den Leibniz-
schen Regeln gebildetes — Differential 3x” ist.

Wie Differentiale von Bernoulli angewandt wurden, zeigen wir im Fol-
genden anhand von einigen Beispielen. Im ersten geht es um die Konstrukti-
on von Tangenten, im zweiten um die Bestimmung von Flidcheninhalten.

Die Tangente der Parabel zu finden:
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Nach der Erkliirung der Parabel ist ax = y°, also auch a dx = 2y dy oder
a: 2y =dy/dx und da nach Postulat 2 angenommen wird, daf jede
Kurve aus unendlich vielen geraden Linien besteht, so wird die Tangente
AD und das unendlich kleine Stiick DF der Parabel BDF eine Gerade
sein. Zieht man daher DG parallel dem Durchmesser AE, so wird A
DGF = ACD [ = bedeutet ,,dhnlich“; H. S.]. Daher ist FG : GD = CD :
AC und bedeutet s die Subtangente, so ist dy/dx =y /s = a/ 2y (nach
dem Vorangehenden); demnach s = 2y*/ a = 2ax/ a = 2x. Wenn daher
AC doppelt so grof3 wie die Abszisse BC des Kurvenpunktes D genom-
men wird und durch A die Gerade AD gezogen wird, so ist sie die Tan-
gente, die zu finden war.

Die Ordinate y eines Kurvenpunktes, die Subtangente s und der Tan-
gentenabschnitt t (der durch den Kurvenpunkt und den Schnittpunkt der
Tangente mit der x-Achse begrenzt ist) bilden ein rechtwinkliges Dreieck.
Dieses Dreieck, so postuliert Bernoulli, ist dhnlich zu dem ,,charakteristi-
schen Dreieck® (Leibniz), das aus dy, dx und der gemif3 Postulat 2 ,,unend-
lich kleinen Geraden* besteht, aus der ,,jede krumme Linie besteht®. Dies ist
nach Leibniz das Differential df der Bogenlinge f. Daher gilt
dy :dx:df =y :s:t Der Quotient dy/dx gibt die Tangentensteigung y/s an.
Es sei angemerkt, dass aus der zuletzt genannten Verhiltnisgleichung die
Beziehung (dx)2 + (dy)2 = (df)2 folgt, die Bernoulli verwendet, um Bogen-
langen zu berechnen.

In seiner Integralrechnung beschreibt Bernoulli wie man mit Hilfe ge-
eigneter ,,Zerlegungen in unendlich viele Teile* den Inhalt von Flachen be-
stimmen kann (Bernoulli 1914, 11):

Man betrachtet aber die Fldchen zerlegt in unendlich viele Teile, deren
Jjeder als Differential der Flidche angesehen werden kann. Wenn man al-
so das Integral dieses Differentials, d.h. die Summe dieser Teile hat, so
wird daraus auch die gesuchte Quadratur bekannt.

_—

B
—

Die Summe aller Teilflichen, so die Vorstellung von Bernoulli, ergibt
dann die gesuchte Gesamtfliche. Die Summe zu bilden bedeutet aber gerade
Zu integrieren:
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.. wenn man nachher die Gesamtfldche haben will, von einem der un-
endlich kleinen Teile den Wert suchen, der nur aus bestimmtem Buch-
staben und einer einzigen Art von Unbestimmten besteht ... Von dieser
Grofse als Differential ist dann das Integral zu finden, das die Quadratur
der Fliiche bedeutet.

Unter Bezug auf die in obiger Figur angegebene Flicheneinteilung fahrt
Bernoulli fort:

Wenn die Teilungen der Fliche parallel sind, so wird das Differential
der Fliche, wenn x als Abszisse und y als Ordinate gedacht ist, y dx
sein, ndmlich das Rechteck aus der Ordinate und dem Differential der
Abszisse.

Bernoulli sieht y dx als Flacheninhalt eines unendlich kleinen Rechtecks
an, deren Summe — im Sinne von Integral — dann die Quadratur der Flidche
liefert. Am Beispiel der Parabel zeigt Bernoulli, dass dieses Vorgehen das
gewlinschte Ergebnis liefert (Bernoulli 1914, 14).

Es sei z.B. AC eine Parabel und daher ax = y* oder y = +ax . Dann
wird y dx = dx ~ax . Das Integral hiervon, das %x ~ax oder %xy lautet,

ist die gesuchte Fliche.

dx

Die Integration einer Grof3e liefert unendlich viele GroBen, die sich le-
diglich durch Konstanten voneinander unterscheiden. Welche gibt nun den
gesuchten Flacheninhalt an? Die korrekte Integrationskonstante, wie wir
heute sagen, findet man nach folgender Regel:

Man muss die Fldche, fiir die man das Integral gefunden hat, gleich Null
annehmen. Wenn alsdann das Integral, das aus dieser Annahme hervor-
geht, ... eine positive Grdfie bleibt, so ist eben diese Grofie von allen an-
deren Integralen abzuziehen...
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Wendet man diese Regel auf das Beispiel der Parabel an (was Bernoulli
nicht tut), so wéhlt man y zunéchst so, dass die Fliche der Parabel den Wert
Null annimmt. Dies ist fiir x = 0 der Fall. Nun berechnet man den Wert des

gefundenen Integrals fiir x = 0. Dieser ist %Ox/aO = 0, d. h. die Integrati-

onskonstante ist hier 0.

Man kann die Leibnizsche Theorie, so weit sie hier dargestellt wurde, in
den folgenden Punkten zusammenfassen:

Ausgangspunkt ist eine Kurve, die iiber ihre Konstruktion den Kurven-
punkten Paare reeller Zahlen bzw. Langen zuordnet. Die Kurve definiert auf
diese Weise Beziehungen zwischen diesen GréBen. Denkt man sich die Ebe-
ne, in der die Kurve C liegt, mit einem Koordinatensystem versehen, so exi-
stiert eine Abbildung

¢0:Co>RxR:ick (x,y),

die jedem Kurvenpunkt c sein zugehoriges Koordinatenpaar / GroBenpaar
zuordnet. Die beiden Projektionen der Abbildung sind Beispiele fiir Grofen-
funktionen. Damit ldsst sich die Vorgehensweise Bernoullis wie folgt for-
mulieren:

(1) Es gibt eine Abbildung d, die jeder GroBenfunktion y eine Funktion
dy zuordnet (das Differential der Funktion 7). dy ist wiederum eine GréBen-
funktion. Man erhilt dy mit Hilfe der Summen-, Produkt- und Konstanten-
regel (und daraus ableitbarer Regeln, etwa der Quotientenregel). Das Inte-
gral einer Grolenfunktion 7 ist eine GroBenfunktion 1 + ¢ (c eine Konstan-
te), deren Differential dn die GroBenfunktion yist: dn =.

(2) Besitzt eine Kurve an einer Stelle mit den Koordinaten x, y eine Tan-
gente, und sind der Tangentenabschnitt t und die Subtangente s wohldefiniert
(d. h. verléduft die Tangente nicht parallel zu einer Achse), so kann man die
Tangente iiber die Subtangente mit Hilfe der Verhiltnisgleichung dy : dx : df
=y :s:tkonstruieren.

(3) Den Flicheninhalt zwischen einer im 1. Quadranten eines kartesi-
schen Koordinatensystems gegebenen Kurve, die von Parallelen zur y-Achse
in hochstens einem Punkt geschnitten wird, und der x-Achse in einem Inter-
vall [a, b] berechnet man wie folgt: Zunichst bildet man das Integral von
ydx. In diesen Ausdruck setzt man die Koordinaten fiir die Kurvenpunkte an
den Stellen b und a ein und subtrahiert diese voneinander.

4 Rekonstruktion

Im Folgenden geben wir ein Modell des Leibnizschen calculus innerhalb der
analytischen Geometrie an, mit dessen Hilfe wir zeigen, dass die Leibniz-
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sche Theorie konsistent ist und Differentiale widerspruchsfrei verwendet
werden.

Gegeben sei eine der von Bernoulli betrachteten Kurven C. Es bezeichne

¢0:Co>RxR:ick (x,y),
diejenige Abbildung, die jedem Kurvenpunkt ¢ von C das Paar von reellen
Zahlen zuordnet, dessen erste Komponente die (Linge der) Abszisse und
dessen zweite Komponente die (Linge der) Ordinate des Punktes c ist, die
sog. Koordinatisierungsfunktion. Sie stellt die Kurve C als Kurve im R dar.
Bei den von Bernoulli betrachteten Kurven ist ¢(C) im Sinne der heutigen
Differentialgeometrie ein beliebig oft differenzierbarer Kurvenbogen.

Um den formalen Aufwand der folgenden Ausfiihrungen moglichst ge-
ring zu halten, denken wir uns die von Bernoulli untersuchten Kurven direkt
in der analytischen Geometrie gegeben. Eine Kurve C sei also iiber eine
Parameterdarstellung

0:Co>RxR:t = x(b),y®),

— I ein abgeschlossenes Intervall reeller Zahlen — als Punktmenge im R’
definiert. Die Parameterdarstellung von C beriicksichtigt, dass die Projektio-
nen der Koordinatisierungsfunktion lediglich von ¢(C), nicht aber voneinan-
der abhéngig sind. Wir setzen voraus, dass C eine glatte Kurve ist, d. h. dass
x(t) und y(t) stetig differenzierbar sind und ihre Ableitungen nicht gleichzei-
tig verschwinden.

Durch C definierte GréBenfunktionen denken wir uns als Abbildungen v:
I - R gegeben. (GroBenfunktionen, so haben wir oben gesagt, sind Abbil-
dungen von C nach R. Wir wihlen hier aus rein technischen Griinden als
Definitionsbereich das Parameterintervall I. Mit Hilfe von ¢ kann man sie
in Abbildungen von C nach R iiberfiihren. Dies wiirde den formalen Auf-
wand erhohen, ohne weitere inhaltliche Einsichten zu vermitteln.) Grofen-
funktionen sollen fast {iberall (d. h. bis auf endlich viele Stellen) beliebig oft
differenzierbar sein, wie dies bei den von Bernoulli betrachteten Funktionen
der Fall ist.

In diesem ,,analytischen Modell* definieren wir das Differential dy einer
GroBenfunktion als Ableitung von 7y nach dem Kurvenparametert: dy=
D v. (Die Ableitung von 7y nach t bezeichnen wir mit Dyy und nicht mit dy /
dt, um die Schreibweise dx, dt, ... den Leibnizschen Differentialen vorzube-
halten. Entsprechend bezeichnen wir eine etwaige Ableitung von Y nach
einer Variablen x mit DyY.). Aufgrund der Voraussetzungen existiert dann zu
jeder GroBenfunktion y das Differential dy. Differentiale sind dann ebenfalls
Groflenfunktionen, d. h. fast iiberall beliebig oft differenzierbare Funktionen
von I nach R.

Um ein einfaches Beispiel zu nennen: Ein Bogen der Parabel ax = y2
(Bernoulli 1924, Aufgabe 1) oder in der heute iiblichen Form y = ax” lasst
sich parametrisieren durch
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O: [k, k] > R*:t = (x()=t,y(t) =at’) (mitk € R").
Dann gelten dx =D x(t) =1 und dy =D, y(t) =2at.

Das Differential einer GroBenfunktion y: I — R ist dy = D, y. Daher ist
ydx = y(t) D; x(t) und das Integral von y dx — nach Definition — eine Gréen-
funktion n: I — R, deren Differential dn gerade y(t) D, x(t) ist. Dies ist in

heutiger Notation das unbestimmte Integral j y(t) D x (t)dt . (Bernoulli

verwendet noch nicht das schon 1675 von Leibniz eingefiihrte Integrations-
zeichen, sondern spricht stattdessen vom ,,Integral von ...“. Wenn wir im
Folgenden das Integrationszeichen verwenden, so ist damit stets ein Integral
im heutigen Sinne gemeint.)

Ist I = [a, b] das Parameterintervall, so kann man das bestimmte Integral

b
Iy(t) D, x(t)dt
a

als ein Kurvenintegral auffassen:

ij (x,y) dx,
wobei C = ¢(I) die gegebene Kurve ist und f: C — R: (x(t), y(t)), = y(b),

d. h. CJ.f(x,y)dxz(“'[ydx.

Ist C eine glatte Kurve, die als Graph einer Funktion in einem recht-
winkligen x,y-Koordinatensystems aufgefasst werden kann, so ist
x(b)
ijdx gleich dem Riemann-Integral I y(x) dx , wobei x(a) und x(b) die
x(a)
x-Koordinaten des Anfangs- und Endpunktes der gegebenen Kurve sind.
(vgl. etwa Courant 1972, S. 231 ff.).

Wir zeigen nun, dass man die Leibnizsche Theorie in diesem Modell
rechtfertigen und erkldren kann. Der Ausgangspunkt der Theorie ist eine
Kurve, die iiber ihre Konstruktion den Kurvenpunkten GroBenfunktionen,
insbesondere x, y, f, s und t zuordnet. Dies haben wir wie oben angegeben
modelliert. Wir zeigen nun, dass die im letzten Abschnitt 1 formulierten drei
Punkte, die die Leibnizsche Theorie charakterisieren, zu beweisbaren Sitzen
werden. Dies zeigt die Korrektheit der Theorie und erlaubt dariiber hinaus
eine Diskussion ihrer Reichweite, ihres Anwendungsbereiches.

(1) Satz: Es gibt eine Abbildung d, die jeder Grolenfunktion vy ihr Diffe-
rential dy zuordnet. Dabei geniigt d der Summen-, Produkt- und Konstanten-
regel.

Beweis: Die Regeln stellen bekannte Ableitungsregeln dar.
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(2) Satz: Besitzt eine Kurve im Punkt (x(t),y(t)) eine Tangente, und sind
der Tangentenabschnitt t und die Subtangente s wohldefiniert (d. h. verlduft
die Tangente nicht parallel zu einer Achse), so gilt die Verhiltnisgleichung
dy:dx:df=y:s:t

Beweis: Die Steigung der Tangente im Punkt (x(t), y(t)) der Kurve C ist
einerseits (nach Definition der Steigung) y(t) / s(t), andererseits (nach einer
bekannten Formel der Analysis) gleich Dy / Dix, da Dx # 0. Wegen Dyy /
Dx =dy / dx folgt dy : dx =y : s. Zwischen Bogenlédnge f und x und y be-
steht die Beziehung (Df)* = (Dx)* + (Dty)z, aus ihr erhdlt man D =

J-\/ D, x dt fiir die Linge f° des Bogens zwischen den Punkten

q)(a) und ¢(b), woraus sich mit Hilfe von dy:dx =y:s die Beziehung
dy:dx:df =y:s:t ergibt.

(3) Satz: C sei eine glatte Kurve, die als Graph einer Funktion in einem
kartesischen Koordinatensystem so beschreibbar ist, dass sie im 1. Qua-
dranten verlduft. Dann kann man den Inhalt der durch die Kurve C, die x-
Achse und die Geraden x =a und x =b (mit a < b) begrenzten Fliche wie
folgt berechnen: Zunichst bildet man das Integral von ydx. In diesen Aus-
druck setzt man die Koordinaten fiir die Kurvenpunkte an den Stellen a und
b ein und subtrahiert diese voneinander.

Beweis: Da die Kurve C der Graph einer Funktion y = y(x) ist, ist das
Integral von ydx — wie oben schon angemerkt wurde — das (unbestimmte)

Riemann-Integral J. y(x)dx . Setzt man in diesen Ausdruck — wie in dem

Satz angegeben — die Abszissen a und b der Endpunkte von C ein, so bildet

man das Riemannintegral J. y(x)dx , dessen Wert bekanntlich der angegebe-
ne Fldcheninhalt ist.

Damit haben wir die Konsistenz der Leibnizschen Theorie nachgewiesen
und auch ihre Reichweite, ihren Anwendungsbereich skizziert.

5 Diskussion der mit dem Differentialbegriff verbundenen
Probleme

Vor dem Hintergrund des analytischen Modells diskutieren wir nun die in
Abschnitt 2 angesprochenen Probleme.

zu (1): Im Leibnizschen calculus werden keine Grenzwerte betrachtet.

Die Gleichung Alimo% = j—y tritt nicht auf. Sie vermengt zwei verschiede-
X —>! X X
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ne Zuginge zur Differentialrechnung, den Leibnizschen, auf den sich die
rechte Seite der Gleichung bezieht, und den Cauchyschen, auf den die linke
Seite der Gleichung referiert. Die mit der Gleichung verbundenen Interpre-
tationsprobleme haben ihren Ursprung in der Geschichte der Mathematik, in
zwel verschiedenen Ansétzen zur Analysis.

dy _dy du
dx du dx’
Sie besitzt eine wohldefinierte Bedeutung, gleich bezeichnete Differentiale
besitzen dieselbe Bedeutung. Dies sei im oben betrachteten Beispiel an der
Kurve erliutert, deren Abszisse und Ordinate in der Beziehung y = sin’(x)
mit u(x) = sin(x) stehen. Als Parameterdarstellung wihlen wir (in einem
geeignet gewéhlten Parameterintervall, etwa (0, 7/2))

x(t) = tund u(t) = sin (t) und y(u) = u?, also y(t) = sinz(t).

Im analytischen Modell ist

dx =D, x(t) = 1 und dy = D, y(t) = 2 sin(t) cos(t) und du = D; u(t) = cos(t).
2sin(t)cos(t)  2sin(t)cos(t) cos(t)

1 ~ cos(t) 1
eine korrekte Aussage ist. Es sei angemerkt, dass die Kettenregel im analyti-
schen Modell wie angegeben durch das Rechnen mit Differentialen bewiesen
werden kann.

Die Regel zur Differentiation der Umkehrfunktion lautet im Leibniz-

dy 1
X

zu (2): Die Kettenregel lautet im Leibnizschen calculus:

Die Kettenregel besagt nun:

schen calculus: I = y . Auch sie besitzt eine wohldefinierte Bedeu-
x

dy
tung, die wir wieder am oben diskutierten Beispiel der Kurve darstellen,
deren Abszisse und Ordinate in der Bezichung y = x” stehen. Wir wihlen die

Parameterdarstellung (im Parameterintervall (0, 1)) x(t) = t und y(t) = t*.
dy 2t

Dann ist dx = D, x(t) = 1 und dy = D, y(t) = 2t. Hieraus folgt x =1= 2t =
X

dc _ 1 _ 1 _ 1
xund E oL L1
P Ey T Tax Ty

zu (3): Die Schreibweise If (x)dx hat, wie schon oben angemerkt wur-

de, einen wohlbestimmten Sinn. Integration bedeutet fiir Leibniz Antidiffe-
rentiation. Das Integral von f(x) dx ist diejenige GroBenfunktion, deren Dif-
ferential das Produkt f(x) dx ergibt. dx ist keine unabhiingige Variable son-
dern wie f(x) eine GroBenfunktion.

zu (4): Aufgrund der Definition der Integration als Antidifferentiation
hat das Differential ,,dx* in der Differentialrechnung dieselbe Bedeutung wie
in der Integralrechnung.
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zu (5): Die Substitutionsregel If (x)dx = If(x(u))i—xdu besitzt — ana-
u

log zur Kettenregel — eine klare Bedeutung. Sie ldsst sich genauso wie die
Kiirzungsregel im analytischen Modell des Leibnizschen calculus durch
Rechnen mit Differentialen beweisen.

Entsprechendes gilt fiir die Methode der Trennung der Variablen zum
Losen von Differentialgleichungen erster Ordnung. Im Leibnizschen calcu-
lus stellt diese Methode nicht nur ein ,,formales Rezept*“ dar, sondern alle
Schritte haben eine wohldefinierte Bedeutung (vgl. Burscheid / Struve
2002).

zu (6): Fiir Leibniz ist eine Kurve C Ausgangspunkt des calculus. Den
Punkten von C ordnet er die Ldnge der Abszissen und die Linge der Ordi-
naten zu. Daher spielen fiir Leibniz x und y eine symmetrische Rolle. Die
moderne Analysis hat diese Symmetrie verloren, weil ihr Untersuchungsge-
genstand nicht Kurven sondern Funktionen sind. Funktionen haben unab-
hingige und abhingige Variable, die dann nicht mehr symmetrisch behan-
delt werden konnen. Der Verlust der Symmetrie geht also auf eine Verschie-
bung der Objekte der Analysis zuriick: von Kurven zu Funktionen — eine
Entwicklung, die wesentlich von Euler angestoflen wurde.

Zusammenfassend kann man sagen, dass die eingangs beschriebenen
Verstindnisprobleme der Analysis historisch erklidrbar sind: Sie haben ihren
Ursprung darin, dass die Schreibweisen und Symbole (Differentiale) auf den
Leibnizschen calculus zuriickgehen, die Interpretation dieser Symbole sich
aber im Laufe der Zeit gewandelt hat.
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Der Welsche Gast —

Eine didaktische Allegorie der mathematischen
Wissenschaften in einer Heidelberger Handschrift
aus dem 13. Jahrhundert

Summary

In the library of the University at Heidelberg there is an old manuscript from
the 13" century, decorated with coloured sketches, and containing the nearly
complete text of the didactic poem ,Der Welsche Gast' by Thomasin of Cir-
claere. There you'll find a series of pictures of the so-called quadrivium —
arithmetica, musica, geometria, astronomia — which will be regarded here
from an iconological point of view. In this way it will show itself as an alle-
gory of an euclidean deductive ,mathematica speculativa‘ and it may give a
partial answer to the question about the nature of mathematics.

1 Boéthius aus Rom

Zu den spitantiken romischen Gelehrten, die sich um eine Verschmelzung
griechischer und rémischer Kultur bemiihten und welche die Uberlieferung
griechischen Bildungsgutes entschieden forderten, gehort bekanntlich der
Staatsmann, Philosoph und Universalgelehrte Anicius Manlius Torquatus
Severinus Boéthius (4807—524). Zunichst Kanzler im Dienste des Ostgoten-
konigs Theoderichs des GroBen (um 453-526), wurde er ohne Prozess we-
gen angeblichen Hochverrats im Jahre 524 auf Befehl Theoderichs in Padua
hingerichtet.

Boéthius war vielleicht der einflussreichste Vermittler zwischen Alter-
tum und Mittelalter, der letzte R6mer und der erste Scholastiker, als Logiker
nicht ohne Wirkung, als Mathematiker ein Laie. Sein Gesamtwerk wurde
dennoch Quelle der Scholastik und Grundlage mittelalterlicher Bildung und
Wissenschaft: sein philosophisches Hauptwerk De consolatione philoso-
phiae, seine Ubersetzungen und Kommentare zahlreicher aristotelischer
Schriften und seine Monographien zu den mathematischen Wissenschaften
arithmetica — musica — geometria — astrologia. Dabei fiihrte er im ersten
Buch seiner De institutione arithmetica libri Il fiir diese vier propideuti-
schen Wege zur Philosophie den Namen quadrivium, zunichst quadruvium,
ein, dem dann im 9. Jahrhundert der Name ¢rivium fiir die drei sprachlichen
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Facher grammatica — rhetorica — dialectica zur Seite gestellt wurde. Von
jenen mathematischen Schriften, aus denen mittelalterliche Gelehrte ihre
mathematischen Kenntnisse bezogen, sind allein zwei Biicher zur Arithme-
tik, fiinf Biicher zur Musik und Fragmente zur Geometrie erhalten. Spuren
der Werke des Boéthius finden wir aber auch, noch Jahrhunderte spiter, in
der fiir ein breiteres Publikum bestimmten Literatur. Dazu gehdren sowohl
die iiberwiegend althochdeutschen, kommentierenden Prosaiibersetzungen
durch den friihscholastischen Theologen Notker III (um 959-1022) in St.
Gallen — als auch das seinerzeit weit bekannte mittelhochdeutsche, illu-
strierte didaktische Lehrgedicht Der Welsche Gast des Thomasin von Circla-
ere (um 1186-nach 1215/16) aus dem friithen 13. Jahrhundert.

2 Thomasin von Circlaere

Bereits der Titel Der Welsche Gast (Der Welhische Gast, Der Wiilsche Gast)
dieser Schrift verrdt die Herkunft ihres Autors. Denn das urspriinglich aus
dem Germanischen stammende mittelhochdeutsche Wort welsch, mit dem
zunichst die keltischen Bewohner westeuropéischer Linder bezeichnet wur-
den, weist schon bald, allgemeiner und umfassender, auf fremde, andersarti-
ge Herkunft hin, dann auch auf unverstindliche, fremdartige Redeweisen.
Ein welscher Gast ist also ein Gast aus der Fremde, wobei das Wort Gast
selbst schon den Fremdling bezeichnet. Nicht selten wird dabei die Verwen-
dung von welsch geographisch eingeschrinkt, auf romanische Sprachen oder
auf den italienischen Raum — und der welhisch gast (Vers 14.681 bei Tho-
masin) wird zum Fremdling aus Italien, jenem Land, in dem der Autor gebo-
ren wurde.

Aus dessen Leben allerdings ist nur Weniges bekannt. Ein Bildnis von
ihm ist nach unserem Wissen nicht iiberliefert. Sehr wahrscheinlich gehorte
er dem italienischen Adelsgeschlecht Cerchiari (Cerclaria, Circlaere, auch
Zirklaere) in Cividale an: ,,ich heiz Thomasin von Zerclaere" (v. 75). Gebo-
ren um das Jahr 1186 in der lombardischen Markgrafschaft Friaul (Frille),
erhielt er vermutlich eine theologische Ausbildung und wirkte dann am Hof
von Wolfger von Erla (1140-1218), seit 1204 Patriarch von Aquileja, zuvor
Bischof von Passau, ein Forderer auch des Minnesidngers Walther von der
Vogelweide (um 1170-1230). Nur zwei Werke von Thomasin sind bekannt:
sein um 1203 entstandenes, nicht erhaltenes Frithwerk Buoch von der Hiif-
scheit, eine in provenzialischer Sprache verfasste hofische Sittenlehre — und
sein mittelhochdeutsches, also in fiir ihn fremder Sprache geschriebenes
Hauptwerk Der Welsche Gast, ein moralphilosophisches Epos tiber die hofi-
schen Tugenden. Die Entstehung dieses Werks ist genau datiert: ,,zweir min
drizec jar” nach dem Verlust des Heiligen Grabes (v. 11.717) an Saladin
(1137/38-1193), Sultan von Agypten und Syrien, der im Dezember 1187
Jerusalem erobert hatte. Mit dieser Angabe erhalten wir einen vagen, wenig
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priazisen Hinweis auf das Lebensende von Thomasin: er starb nicht vor
1215/16, und vermutlich in Aquileja.

3 Der Welsche Gast

Der Welsche Gast, von Thomasin von Circlaere in nur zehn Monaten ver-
fasst, ist ein in Volkssprache gehaltenes Lehrgedicht des frithen 13. Jahrhun-
derts: mit fast 15.000 paarig gereimten Versen, verteilt auf zehn Bénde. Es
ist in mehr als zwanzig Handschriften iiberliefert, von denen mehr als die
Hiilfte durch kolorierte Federzeichnungen geschmiickt sind; neun von ihnen
enthalten einen Bilderzyklus auch zu den Féchern des trivium und des qua-
drivium, und von ihnen wiederum werden drei in Heidelberg bewahrt. Als
vermutlich &lteste von allen, die vielleicht samtlich auf eine gemeinsame,
uns unbekannte Quelle zuriickgehen, gilt die auf Pergament geschriebene
Handschrift A der Heidelberger Universititsbibliothek (Codex Palatinus
Germanicus 389), entstanden um 1256, vor gut 750 Jahren. Die jlingste der
uns bekannten Handschriften vom Welschen Gast ist rund fiinfhundert Jahre
alt. — Den abgebildeten mathematischen Teil eines siebenteiligen Bilder-
zyklus dieser Handschrift Cpg. 389 werden wir im folgenden einer ikono-
graphischen Betrachtung zugrunde legen (Abb.1).'

Die didaktische Zielsetzung des Buches ist uniibersehbar. Nicht zum
Zweck der Unterhaltung ist dieses Werk geschrieben, sondern ,,durch not”.
Dabei wendet sich der Autor an alle Mitglieder der Ritterschaft, an Damen
und Herren bei Hofe, Gebildete und Halbgebildete: an ,,vrume ritr”, ,,guote
vrouwen”, ,,wise phaffen” (v. 14.695/96), an eine Leserschaft mit sehr unter-
schiedlichen Kenntnissen und verschiedenem Vorwissen. Insbesondere fiir
die hofische Jugend und fiir jugendliche Adelige beschreibt er allgemeine
Tugend- und Verhaltensregeln, die zu einem moralisch und ethisch vorbild-
lichem Leben hinfiihren sollen, wie es beriihmte, aus der Literatur bekannte
Personen vorgelebt haben. Dies alles geschieht vor dem Hintergrund einer
allgemeinen christlichen Sittenlehre, in deren Mittelpunkt die drei gottlichen
Tugenden und die vier Kardinaltugenden stehen: Glaube (,,Geloube”, v.
7.479), Hoffnung (,,Geding”, v. 7.483) und Liebe (,,Diumuot”, v. 7.498),
Klugheit (,,Sin”, v. 7470), Gerechtigkeit (,,Reht”, v. 7.473), MiBigkeit
(;,Staetekeit”, v. 7.495) und Tapferkeit (,,Vriimkeit”, v. 7.487). Irdische
Gottgefilligkeit und christliche Gelehrsamkeit bilden demnach — so Thoma-
sin — ein Ziel jeder Erziehung. Nicht weniger wichtig aber ist ihm der Weg
dorthin, der iiber die Vernunft, die Bildung und die Wissenschaften fiihrt, die
deshalb als Ganzes und jede fiir sich und im Einzelnen vorgestellt werden
(Buch VII). — Wenn Thomasin hier ,Wissenschaft® mit den septem artes
liberales (trivium und quadrivium) identifiziert, zeigt er sich als spiter Nach-
folger des Boéthius, sieben Jahrhunderte nach dessen Tod; woher er selbst
entsprechende Kenntnisse besall und welche Quellen er benutzen konnte, ist
uns letztlich nicht bekannt.
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Abb. 1: Der Welsche Gast: quadrivium
Universitéitsbibliothek Heidelberg
Cpg. 389, fol. 139" (vgl. Farbbild 26)
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4 Die Handschrift Cpg. 389

In der textlichen und spiter bildlichen Uberlieferung dieser sieben freien
Kiinste, wie sie allegorisch, aber noch ohne Bildmaterial, zuerst im enzyklo-
padischen neunbindigen Handbuch De nuptiis philologiae et mercurii von
Martianus Capella (vor 439-2. Hilfte des 5. Jahrhunderts) auftraten, hatte
sich eine kanonische Reihenfolge nicht herausgebildet. Allerdings wurden
hiufig die Facher des trivium vor jenen des quadrivium genannt; in den mit-
telalterlichen Artistenfakultiten bestimmten sie in der Regel die Unterstufe
des Lehrplans. Dabei rangierte zumeist die grammatica als erste, grundle-
gende dieser Wissenschaften am Anfang, galt die dialectica — eine ,,Kunst
der Erfindung, [die] den Weg zu den Prinzipien aller Wissenschaften” be-
herrscht” — nicht selten als deren hichste. In der iltesten uns bekannten bild-
lichen Allegorie der mathematischen Wissenschaften, in einer aus dem 9.
Jahrhundert stammenden Bamberger Boé&thius-Handschrift, stehen, in der
Abbildung links beginnend, musica (mit einem Musikinstrument), arithmeti-
ca (mit einer Rechenschnur), geometria (mit einer MeBlatte) und astrologia
(mit leuchtenden Fackeln) gleichberechtigt nebeneinander (Abb. 2).}

Abb. 2: Boéthius: quadrivium
Staatsbibliothek Bamberg
Msc. Class. 5, fol. 9 (vgl. Farbbild 30)
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Fiir diese von uns betrachteten mathematischen Facher des quadrivium hatte
schon Aristoteles eine systematische Finteilung vorgeschlagen, die sich auf
verschiedene Arten der multitudo (trennbare Menge) und der magnitudo
(zusammenhédngende Menge) bezieht.* Wir finden sie wieder in der Klassifi-
zierung durch den Neupythagoreer Nikomachos von Gerasa (um 100 n.
Chr.), nach dem Arithmetik (Rechenkunst) und Musik (Tonkunst) von den
diskreten Mengen bzw. von ihren Verhiltnissen handeln, Geometrie (Mess-
kunde) und Astronomie (Sternkunde) von den unbewegten bzw. den be-
wegten stetigen Groflen. Diese fast hierarchische Gliederung wird von
Boéthius iibernommen, inhaltlich auch von Thomasin, der aber bei der Be-
schreibung der Lehrinhalte des quadrivium ohne Begriindung eine leicht
verdnderte Reihenfolge wihlt (v. 8.926-8.932):

"Arismeticd diu git ze lone

daz man von ir kunst zelen sol;
Géometrie lért mezzen wol;
Musicd mit wise schoene

git uns wistuom an die doene;
Astronomie lért Gne wanc

der sterne natiire und ir ganc."

Sie scheint ihm nicht besonders wichtig zu sein, wie die wieder andere An-
ordnung im Bilderzyklus dieser mathematischen Féacher beweist: am Anfang
die Geometrie, es folgen Arithmetik und Musik, und als letzte die Astrono-
mie.

4.1 Geometrie

Das erste der vier Bilder des quadrivium im Welschen Gast zeigt, anders als
das Bild in der Bamberger Handschrift, zwei einander gegeniibersitzende
Personen, zwischen ihnen eine Zeichnung und ein kurzer Text. Der Nicht-
mathematiker, an den Thomasin sich doch auch wendet, diirfte Schwierig-
keiten haben, dieses Bild zu deuten. Und das, obwohl die einzelnen Bildteile
direkt auf einen geometrischen Hintergrund verweisen: die am rechten Bild-
rand als geometria personlich vorgestellte weibliche Gestalt, der namentlich
genannte Geometer Euklid, zwei einander schneidende Kreise mit einer
krummlinig begrenzten, dreiseitigen Figur und ein lateinischer Satz: super
lineam datam triangulum equilaterum constituere. Aber auch heute noch
wird nicht einmal jeder Mathematiker wissen, daf} dieser Text wortlich aus
den euklidischen Elementen tibernommen ist und nichts anderes verlangt als
die allererste dort geforderte geometrische Konstruktion (deutsche Euklid-
Zitate nach Thaer (1975)):

ELL1. Uber einer gegebenen Strecke ein gleichseitiges Dreieck zu
errichten,
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Abb. 3: Dreieckskonstruktion
Euklid: Elemente 1.1

und daf die von Thomasin wiedergegebene geometrische Zeichnung die
Losung dieser Aufgabe oder einen Schritt auf dem Weg zu einer Losung
darstellen soll. (Offenbar hat Thomasin das euklidische Werk in irgendeiner
Form schon gekannt, vielleicht auf dem Wege iiber Boéthius.) Die aus der-
Schulgeometrie allgemein bekannte euklidische Konstruktion (Abb.3) be-
nutzt wesentlich die am Anfang der Elemente postulierte Moglichkeit und
Eindeutigkeit des Konstruierens von Strecken und von Kreisen (El.I.Post.1,
Post.3) sowie das erste euklidische, aber wohl schon iltere Axiom von der
Drittengleichheit der Gleichheitsrelation:

ELLAx.1. Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich;

auBerdem wird, wie auch von Euklid, die Existenz eines Schnittpunktes
zweier hier benotigter Hilfskreise auf Grund nicht formulierter Stetigkeits-
betrachtungen stillschweigend (oder wahrscheinlicher wohl: unbemerkt)
vorausgesetzt. Im deduktiven Aufbau der Geometrie ist EL.LI.1 schon Grund-
lage der unmittelbar folgenden ersten Konstruktionsaufgaben El.1.2u.3 (Ab-
tragen von Strecken) und — von dem bewegungsgeometrisch bewiesenen
Kongruenzsatz El.1.4 abgesehen — Grundlage auch der ersten beiden theore-
tischen Lehrsitze El.L.5u.6 (Basiswinkelsatz von Thales).

Die Zeichnung zu ELL1 im Welschen Gast kann allerdings nicht als
Ergebnis einer sorgfiltigen Konstruktion, sondern hochstens als vorldufige
Skizze angesehen werden. Doch auch dann ist das zu konstruierende gleich-
seitige Dreieck noch nicht zu erkennen und damit die Aufgabe nicht wirklich
gelost: die Endpunkte der gegebenen Strecke, von der die Konstruktion zu
allererst ausgehen muB, miissen die Mittelpunkte der beiden Hilfskreise
werden; diese Kreise sind in der Zeichnung ,nur ungefdhr kongruent®; und
die beiden gesuchten Dreiecksseiten sind, vollig unmotiviert, als Kreisbogen,
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nicht als geradlinige Strecken skizziert — was nicht nur auf zeichnerische
Ungeschicklichkeit, sondern auch auf mathematische Unkenntnis hinweist.
Das Bild kann dennoch, trotz aller Unzulédnglichkeit, den Blick 6ffnen fiir
ein iiber das unmittelbar Sichtbare hinausgehende Verstindnis des Abgebil-
deten. Es wird dadurch, in seiner Gesamtheit, zu einer allegorischen Dar-
stellung der Geometrie, in der eine Personifikation (hier: die geometria) in
Verbindung mit einer oder mehreren anderen Personen (hier: Euklid) oder
Figuren (hier: die Zeichnungen) zusammen in eine Handlung (hier: die Drei-
eckskonstruktion) einbezogen sind. Diese Zusammenstellung im Welschen
Gast ist kaum zufillig, vielmehr didaktisch begriindet. Offenbar soll das Bild
der Geometrie im Welschen Gast mit ihrem Reprdsentanten Euklid und
durch den beigefiigten Bezug auf den ,Anfang® mit EL.L.1 dem mittelalterli-
chen Leser eine ganz bestimmte Vorstellung vermitteln: Geometrie nicht als
eine anschauliche und hiibsche Figurenlehre, sondern als synthetisch-
deduktive und, so spiter Immanuel Kant (1724-1804), eine von Erfahrungen
und Sinneswahrnehmungen freie Disziplin — als eine geometria speculativa,
wie sie in der Antike von Euklid kanonisiert und dann von Boéthius iiberlie-
fert wurde.

4.2 Arithmetik

Als in der Ausfiihrung genauso unzureichend erweist sich das zweite Bild:
eine weibliche arismetica — weiblich, wie schon die geometria, weil im La-
teinischen die meisten Bezeichnungen von Abstrakta weibliche Endungs-
formen besitzen —, ihr gegeniiber der Mathematiker Pythagoras, zwischen
ihnen eine anachronistisch, weil mit indisch-arabischen Ziffern geschriebene
treppenformige Zahlentafel und die lateinische Erkldrung de dupla nascitur
sesqualtera (richtig: duplo). Dabei sind in der Tafel (Abb.4) einige der dem
Schreiber oder Zeichner wohl noch ungewohnten Ziffern nur bei gutem
Willen als gleich bzw. als verschieden anzuerkennen. Schwerer wiegen, da
man wegen duplum und sesquialter in der Beischrift eine multiplikative
Struktur des Diagramms vermuten muf, die offensichtlichen Fehler, die auch
hier auf Fliichtigkeit oder fehlendes Verstindnis schliefen lassen. Nur in der
entsprechend berichtigten Form (mit 18 statt 14 und 27 statt 37) wird dann

1 2 4 8 16
3 6 12 24

9 18 36
27 54
81

Abb. 4: Thomasin: Zahlentafel
Universititsbibliothek Heidelberg
Cpg. 389, fol. 139"
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das dreifach-multiplikative Prinzip deutlich, nach dem das Zahlenschema
durchgiingig aufgebaut ist: Es ordnet sich ein in die Proportionenlehre des
Boéthius, die schon in der Bamberger Boé&thius-Handschrift eine etwas irre-
fiihrende oder mifigliickte (spéter in dieser Art auch von Thomasin tiber-
nommene) ikonische Darstellung findet (Abb. 5):

Abb. 5: Boéthius: Zahlenbild
Staatsbibliothek Bamberg
Msc. Class. 5, fol. 73" (vgl. Farbbild 29)

Seine theoretische Grundlage aber hat es bereits in der euklidisch-
pythagoreischen Teilbarkeitslehre, die bei Euklid im ersten arithmetischen
Buch VII der Elemente zu dem theoretischen Lehrsatz

ELVIL18. Wenn irgendwelche Zahlen entstehen, indem zwei Zahlen ei-
ne Zahl vervielfiltigen, dann miissen die Ergebnisse dasselbe Verhéltnis
haben, wie die vervielfiltigenden Zahlen

n 2 = 2n
32
2
3
=3 (n)

Abb. 6: Euklid: Zahlendiagramm
Elemente VII.18
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fiihrt (Abb.6). Auf der Grundlage der euklidischen Definition von 'in Pro-
portion stehen' bei (natiirlichen) Zahlen (EI.VIL.Def.20) und zusammen mit
EL.VIL.17 liefert dies — in heutiger Terminologie — die formalen Regeln des
Erweiterns und Kiirzens der elementaren Bruchrechnung, den euklidischen
Satz eingeschlossen, dafl jeder Bruch durch Kiirzen mit einer geeigneten
natiirlichen Zahl in seine reduzierte Form iibergeht:

El.VIL.20. Die kleinsten unter den Zahlen, die dasselbe Verhiltnis haben
wie sie, messen Zahlen, die dasselbe Verhiltnis haben, gleich oft, die
groBere die groBere und die kleinere die kleinere.

(In denselben Zusammenhang gehoren die Sétze El.VIL.21u.22, die schon
dem Pythagoreer Archytas von Tarent (Mitte des 4. Jh. v. Chr.) bekannt
waren.) Zu solchen zahlentheoretischen Sétzen iiber ganze Zahlen und aus
ihnen bestehenden Verhiltnissen wird also im Welschen Gast in einer 3/2-
Tafel ein leicht zu verallgemeinerndes Beispiel aufgezeigt. — Offenbar ent-
hilt das vollstindige Bild auler den handelnden Personen, die den histori-
schen Zusammenhang herstellen, noch mehr als ein vielleicht interessantes
Zahlenschema und mehr noch als eine nur iiberraschende Zahlenspielerei;
bei ikonologischer Betrachtung wird es zu einer Allegorie der Arithmetik,
und es kann dann deren inhaltliche Aufgabe im Sinne einer theoretischen,
iiberwiegend nichtmystifizierten Zahlenlehre deutlich machen — wie sie von
Pythagoras und seinen Schiilern entwickelt wurde.

4.3 Musik

Im dritten Bild erscheinen unter dem Schriftzug sonorum proporcio die mu-
sica als Personifikation und ein Milesius als Reprdsentant der Musik, als
Attribute (in einem von Boéthius iibernommenen Diagramm) eine mit den
Zahlen 6, 8, 9, 12 (filschlich 6, 8, 4, 12) beschriftete oder in Zahlenfelder
eingeteilte Leiste und fiinf (gerichtete) Operatorbogen. Sie heben einige der
auf dieser Menge moglichen Zahlenpaare hervor, und sie erinnern mit den
zusitzlichen lateinischen Namen an die schon in der Antike durch die Pytha-
goreer erfolgte Entdeckung der Rationalitit der musikalischen Harmonie:
Tone, die — wie etwa am Monochord oder Kanon — mit Saiten der Linge
172, 2/3, 3/4 beziiglich einer Grundsaitenldnge 1 erzeugt werden, fiihren zu
den als Oktave (diapason, urspriinglich diploon), Quinte (diapente, ur-
spriinglich hemiolion) und Quarte (diatessaron, urspriinglich epitriton) be-
nannten und in der Regel als konsonant empfundenen Intervallen der diato-
nischen Tonleiter. Eine Zeichnung wie jene im Welschen Gast kann also —
bei richtiger Schreib- und Lesart — die Tonintervalle und die ihnen zugeord-
neten Schwingungszahlen erkennen lassen. Sie verdeutlicht dann, daf3 die
Oktave in Quarte und Quinte oder in Quinte und Quarte zerlegt werden
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kann, entsprechend der im Bild ablesbaren oder zumindest nachvollziehba-
ren rationalen Beziehungen

1
51281243 2 12 9 12 3

sie kann, was die korrekte Zeichnung nahelegt, durch einen weiteren Ope-
ratorbogen gemif

2_6_68_ 38

—_=—0—=—0 —

39 89 49

das zum Ganzton (groBe Sekunde) zwischen Quarte und Quinte — den Paa-
ren (3,4) und (2,3) — gehodrende Zahlenpaar (8,9) aufzeigen (was Euklid in
seiner Musiktheorie Sectio canonis bereits wuBte),” und schlieBlich sogar mit

6 6 8 9 3 8 3

= =—0—0—=—0— 0 —

1
2712 89 12 4 9 4

die Zerlegung der Oktave in zwei Tetrachorde und den Ganzton erkléren.
Exemplarisch und durch Wechsel zwischen den unterschiedlichen Repri-
sentationsebenen — jener der Operatoren und jener der Zahlenverhéltnisse —
laBt sich so die arithmetische Grundaufgabe der griechisch-wissen-
schaftlichen Musik vorfiihren: die Intervallanalyse des Tonsystems und die
Untersuchung der Moglichkeit, Zwischentone zu berechnen. Dabei werden
elementare Regeln des heute so genannten Kiirzens und Erweiterns benutzt;
die Arithmetik steht im Bilderzyklus wohl doch nicht nur zufillig vor der
Musik.

Diese Zeichnung ist offensichtlich ungenau, irrefiihrend oder sogar
durchgehend falsch: die Skaleneinteilung, erneut die Schreibweise der Zif-
fern, die vermutlich nur zufillige und bedeutungslose angeniherte Halb-
kreisform und die Treffpunkte (Anfangs- und Endpunkte) der Bogen,
schlieBlich die Namengebung (die zu einer Gleichsetzung von Quinte und
Quarte fiihren wiirde). Als Bild hinter dem unzureichend Abgebildeten wird
fiir den kundigen Betrachter dennoch Musik als eine mathematische Diszi-
plin sichtbar. Nicht sinnlich-harmonische Gefiihlserfahrung und nicht wirk-
lich horbare Tone — wie bei dem Harmoniker Aristoxenos von Tarent (Mitte
des 4. Jh. v. Chr.) — stehen im Mittelpunkt dieser antiken Musikwissen-
schaft, sondern — wie bei dem Kanoniker Archytas von Tarent (1. Hilfte des
4. Jh. v. Chr.) — berechenbare Zahlenverhéltnisse: um ,,zu suchen, welches
harmonische Zahlen sind und welches nicht, und weshalb beides”, und um
,den Verstidndigen [...] intellektuelles Vergniigen durch die Nachahmung der
géttlichen Harmonie” zu gewihren.®
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Die methodischen Anfénge einer solchen mathematischen Musiktheorie,
wie sie im Welschen Gast ikonisch dargestellt wird, lassen sich bis zu dem
Pythagoreer Philolaos von Kroton (Mitte des 5. Jh. v. Chr.) zuriick verfol-
gen. Er schon kannte mit der Folge

8/9 — 8/9 — 243/256 — 8/9 — 8/9 — 8/9 — 243/256

die Schrittweite der Tone der pythagoreischen, diatonischen Tonleiter (denen
wir heute die Frequenzverhiltnise

9/8 — 9/8 — 256/243 — 9/8 — 9/8 — 9/8 — 256/243

zuordnen und deren Produkt natiirlich 2/1 ergeben muf}), und er lehrte damit
als Erster die Zerlegung des Tetrachords in zwei Ganzténe und einen Halb-
ton: man erhélt im Operatormodell den zunéchst unbekannten Halbtonschritt
243/256, wenn man vom Grundton um zwei Ganztonschritte aufwérts geht
und dann die noch fehlende Schrittweite zur Quarte bestimmt — oder auch
durch die formale, so in der Antike natiirlich nicht geschriebene Zerlegung

389893 8899388243

4989849988499256

Nur wenig spiter als Philolaos lebte in Milet der Lyriker und Musiker Ti-
motheos (um 450-360), den Boé&thius erwihnt und mit dem vielleicht der im
Bild als Milesius bezeichnete Représentant der Musik identifiziert werden
muf} — auch wenn im Text von Thomasin ,,Timothéus” und ,,Millesjus” als
zwei verschiedene Personen genannt werden (v. 8.952).

4.4 Astronomie

Die Allegorie der Astronomie folgt schlieBlich im Aufbau jeder der drei
voranstehenden: am rechten Bildrand eine weibliche Personifikation der
astronomia, links als ihr Représentant eine weitere Figur: Ptolemaios, und in
der Mitte ein von beiden gemeinsam gehaltenes Instrument (das allerdings
wohl kaum jedem Betrachter sofort bekannt ist). — Gegeniiber den vorheri-
gen Bildern von Geometrie, Arithmetik und Musik fehlt in diesem Bild ein
den Zusammenhang erlduternder oder eine Handlung beschreibender Text,
der vielleicht die Funktion des Gerites erkldren kdnnte.

Ein Vergleich mit einer anderen Thomasin-Handschrift hilft hier wei-
ter.” Sie enthilt an dieser Stelle die Anleitung Accipe solis altitudinem et
considera ascensum, kann mit dieser Formulierung an eine Textstelle in
einer dem Gerbert von Aurillac (um 940/950-1003) oder seiner Schule in
Reims zugeschriebenen Abhandlung De utilitatibus astrolabii erinnern —
und 146t dann in dem abgebildeten Gegenstand ein Astrolabium erkennen.
Dieses alte Instrument diente, in seinen verschiedenen Varianten, zum Ver-
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anschaulichen, Beobachten und Messen vom Sternendrtern. Es soll schon
von Ptolemaios (um 85—-um 160), von Hipparchos (um 180-127 v. Chr.),
von Apollonios (um 260—um 190 v. Chr.) oder von Eudoxos (um 408—um
347 v. Chr.) erfunden worden sein, und es wurde spiter von arabischen Ge-
lehrten, in Indien und China und wihrend des ganzen lateinischen Mittelal-
ters benutzt. Offenbar war es weit verbreitet, und es kann nicht iiberraschen,
daBl Thomasin ein solches Gerit gekannt hat.

In seiner einfachsten Form ist ein Astrolabium ein ,ebenes® Instrument:
es besteht aus einer kreisformigen Scheibe, ist mit einer einfachen Vorrich-
tung versehen, an der es senkrecht aufgehiingt werden kann, und ist mit meh-
reren Skalierungen und beweglichen MefBeinrichtungen ausgestattet. Diese
befinden sich auf beiden Seiten der Kreisscheibe und erlauben die Messung
der Hohe eines Sternes und die Bestimmung der Auf- und Untergénge von
Planeten und Fixsternen. Dabei werden insbesondere ein bewegliches Vi-
sierlineal benutzt, sowie zusitzliche Scheiben (mit stereographischen Bil-
dern der Himmelskugel), durch deren Drehung die tidgliche Rotation der
Himmelskugel vorgefiihrt und nachgeahmt werden kann. Teile eines solchen
Geriits sind in der Zeichnung im Welschen Gast zu erkennen. Sie ist aller-
dings so unvollstindig, daB die genaue Funktionsweise eines Astrolabiums
ohne weitere Erkldrungen unverstindlich bleiben muf.

Auch diese letzte Allegorie der von uns betrachteten Bilderreihe im
Welschen Gast zeigt wieder mehr und anderes als nur eine hiibsche Illustra-
tion: indem sie aus didaktischen Griinden den rationalen Aspekt von Astro-
nomie hervorhebt und von einem eher mythologischen Aspekt der Astrolo-
gie abhebt. Nicht der im Text erwihnte (v. 8.956) beriihmte arabische
Astrologe Albumasar (= Abii Ma'Sar) aus dem 9. Jahrhundert wird als Re-
prisentant vorgestellt, sondern Ptolemaios, der bedeutendste Astronom der
Antike. Keine sagenumwobenen Sternbilder werden gezeichnet, wie etwa
der Dichter Aratos von Soloi (1. Hilfte des 3. Jahrhunderts v. Chr.) sie in
seinem Lehrgedicht phainomena beschrieben hatte — wodurch er die astro-
nomisch-astrologischen Kenntnisse der griechisch-romischen oberen Gesell-
schaftsschichten entschieden beeinflufite —, sondern ein physikalisches Mef3-
gerit, wie es Euklid, der ein Diopter zumindest kannte, vielleicht schonhitte
benutzen kénnen. Zwar wurde in Antike und Mittelalter zwischen den bei-
den Bezeichnungen Astronomie und Astrologie nicht streng unterschieden,
wurden beide zeitweise synonym benutzt und zunichst sogar das Wort
astrologia hiufiger gebraucht als das Wort astronomia. Jedoch bahnte sich
mit der Umwandlung des mittelalterlichen Weltbildes auch eine begriffliche
Trennung zwischen Sternkunde und Sterndeutung an, und offenbar verweist
Thomasin mit seiner Allegorie seine Leser bewuf3t auf Astronomie (Stern-
kunde) als einer mathematischen Wissenschaft.
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5 Die Handschriften Cpg. 320 und Cpg. 330

Sowohl fiir den vorgebildeten kritischen als auch fiir den unkundigen Leser
miissen diese vier Bilder des quadrivium im Welschen Gast in hohem Malle
unbefriedigend sein, auch wenn man sie nur als schmiickende Illustrationen
oder Marginalien bewertet. Wichtige Einzelheiten sind unbedingt ergin-
zungs- oder korrekturbediirftig. Dieses Urteil féllt nicht giinstiger aus, wenn
man nicht nur die Handschrift Cpg. 389 (13. Jahrhundert), sondern noch
zwei spitere Heidelberger Codices zum Welschen Gast betrachtet: die Hand-
schrift a (Cpg. 320)° und die Handschrift b (Cpg. 330)°, beide aus dem 15.
Jahrhundert, alle drei iibrigens aus dem siiddeutschen Raum stammend
(Abb. 7 u. 8).

Auffallend sind auf den ersten Blick die Gemeinsamkeiten: die iiberein-
stimmende Reihenfolge und Anordnung der Ficher, von der beispielsweise
jene einer Miinchener Handschrift'® abweicht, und der formal gleiche Auf-
bau jedes einzelnen der Bilder: in der Mitte dieselben, nach didaktischen
Gesichtspunkten ausgewdhlten szenischen Darstellungen, hiufig mit beglei-
tendem, lateinischem Text; rechts am Bildrand die Personifikationen; links
jeweils dieselben Reprisentanten aus den klassischen Perioden der griechi-
schen Mathematik. Dabei wird die Wahl dieser Reprisentanten nicht be-
griindet; im Text werden fiir die Geometrie ,,Euclydes” und ,,Thales”, fiir die
Arithmetik nicht nur ,,Pitdgoras” sondern auch ,,Crisippus”, fiir die Musik
sowohl ,,Millesjus” als auch ,,Grégorjus” und fiir die Astronomie noch vor
~Ptoloméus” der ,,meister Albumasar’genannt (v. 8.949ff.). — Auffallend
sind auch die Beziehungen der stilistisch jeweils einheitlichen Einzelbilder
untereinander: in Cpg. 330 eine durchgehende, nicht unterbrochene Folge
von vier einander fast iiberlappenden rechteckigen Zeichnungen; in Cpg. 320
vier kreisrunde, iibereinander angeordnete, voneinander unabhingige Me-
daillons; in Cpg. 389 vier offensichtlich eine Einheit bildende, fast quadrati-
sche Miniaturen. Diese Einheit wird oft als eine Leiter empfunden: was
nachvollziehbar ist, aber die Frage nach der untersten und der hochsten der
Leitersprossen oder der Wissenschaften aufwirft. — Doch iiberwiegen bei
genauerem Hinsehen die neuen Fehler, die in den jlingeren Handschriften
auftreten. So haben in Cpg. 320 die beiden Hilfskreise nichts mehr zu tun
mit dem nur leicht angedeuteten ,Dreieck®, dessen Konstruktion sie ermégli-
chen sollen, 146t die rechteckige Zahlentafel keine durchgiingige Rechenvor-
schrift erkennen, und bleibt die Analyse des Tonsystems bei fehlender Ska-
lierung ohne Aussagekraft. Allein das von Klaudios Ptolemaios gehaltene
Gerit mag die Funktion erfiillen, die in dem begleitenden lateinischen Text
beschrieben wird. Und zahlreicher, gravierender noch sind die Mingel in
Cpg. 330: keine Beischriften, fast keine Attribute (bei denen das Astrolabi-
um in zwei konzentrische Kreise sich verwandelt hat, die Zahlentafel leer
bleibt und vom gesuchten gleichseitigen Dreieck noch nicht einmal die ge-
gebene Grundseite gezeichnet ist, wohl aber die Hilfskreise, die durch diese
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Grundseite erst bestimmt werden), keine Handlungen: weder Konstruktionen
noch Berechnungen, weder (Intervall-) Analysen noch Beobachtungen.''

Abb. 7: Der Welsche Gast: quadrivium  Abb. 8: Der Welsche Gast: quadrivium
Universititsbibliothek Heidelberg Universititsbibliothek Heidelberg
Cpg. 320, fol. 67" (vgl. Farbbild 27) Cpg. 330, fol. 67" (vgl. Farbbild 28)
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6 Mathematik in allegorischen Bildern

Wer die Zeichnungen in den verschiedenen Handschriften vom Welschen
Gast angefertigt hat, ist uns nicht bekannt, und wir wissen nicht, wie grof3
Thomasins Einfluss auf deren Ausfiihrung gewesen sein konnte. Unterstellt
man dennoch, daf} im betrachteten Bilderzyklus die historischen Reprisen-
tanten, die Attribute und die Texte nicht ohne Bedacht, sondern als ,in Zu-
sammenhang stehend® und im Hinblick auf das didaktische Ziel gewaihlt
wurden, daBl zwar in jedem Einzelbild die zeichnerische Ausfiihrung miB3-
gliickt oder fehlerhaft ist, nicht aber deren Intention, dann zeigen die vier
Bilder in Cpg. 389 nicht nur Illustrierendes, sondern wirklich Grundlegendes
(im wortlichen Sinne) aus Geometrie und Arithmetik, Musik und Astrono-
mie. Dabei stehen theoretische Inhalte aus dem acht Jahrhunderte vor
Boéthius entstandenen und von ihm teilweise iiberlieferten Werk Euklids im
Mittelpunkt. (Allein die Astronomie verweist auch auf praktische Aspekte
von Wissenschaft.) Insofern unterscheidet sich dieser Bilderzyklus des Tho-
masin inhaltlich von den allegorischen Texten bei Martianus Capella — deut-
lich aber auch von der Abbildung in der Bamberger Boéthius-Handschrift
(Abb.2) und von anderen ikonischen Darstellungen des quadrivium im Mit-
telalter: beispielsweise von den beriihmten Miniaturen (Abb. 9)'* der elsissi-
schen Abtissin Herrad von Landsberg (auch Herrad von Hohenburg, Mitte
12. Jahrhundert) und von den bekannten Holzschnitten (Abb. 10)13 eines
unbekannten elsissischen Kiinstlers (Ende 15. Jahrhundert).

Herrad hatte in einem der schonsten Bilddokumente mittelalterlicher
Kunst, hortus deliciarum genannt und als Textsammlung fiir Novizinnen im
Chorfrauenstift Hohenburg auf dem Odilienberg bestimmt, die sieben jung-
fraulichen artes liberales im Kreis um eine philosophia triceps — mit den
drei Kopfen ethica, logica, phisica — versammelt: unter dem theologischen
Leitspruch omnis sapientia a Domino Deo est, dem Eingangsvers'* aus dem
alttestamentarischen, urspriinglich hebrdisch geschriebenen apokryphen
Buch Jesus Sirach (auch Liber Ecclesiasticus) des jlidischen Weisheitsleh-
rers Jesus ben Eleazar ben Sira (2. Jh. v. Chr.). Doch die den einzelnen Per-
sonifikationen mitgegegebenen Attribute (fiir die mathematischen Facher
sind dies: Musikinstrumente und Zahlschnur, MefB3gerdte und Sternbilder,
dhnlich wie in der Bamberger Boé&thius-Handschrift) und die nur beschrei-
benden Texte:

» musica sum late doctrix artis variate

* ex numeris consto, quorum discrimina monstro
* terrae mensuras per multas dirigo curas

» ex astris nomen traho per quae discitur omen

lassen historische Beziige und fachspezifische Inhalte hochstens oberflich-
lich erkennen. — Andererseits, und abweichend von Thomasin, nennt zwar
jener elsédssische Meister in den Beischriften zu seinen Holzschnitten die
antiken Gelehrten Boéthius und Euklid, Pythagoras und Ptolemaios als
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Abb. 9: Herrad von Landsberg: artes liberales

Hortus deliciarum (Faksimile)

Foto: Backes, H. (1982). Die Hochzeit Merkurs und der Philologie. Frontispiz.
(vgl. Farbbild 31)
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Abb. 10: Elsissischer Meister: quadrivium
Foto: Reicke, E. (1924).'3



Der Welsche Gast 251

Reprisentanten von (in wieder neuer Reihenfolge) Arithmetik und Geome-
trie, Musik und Astronomie:

Ich kann zelen meisterlich rechen Ich kann pawen vnd wol
vn uberschlahen. Mit Bohecio messen. Darumb will ich
will ich die zal anfahen. Eclides nie vergessen.
Das schlahen auff dem am Def3 hymels lauff mit farb
pof clange. Darnach Picta ich zir. Den konig

goron die stimb fande. Ptholomen ich signir.

Ihre Tétigkeiten aber sind ausschlieBlich auf die Praxis gerichtet: es wird auf
einem Rechentisch oder ,auf Linien‘ gerechnet, ein Haus wird vermessen
und gebaut, Schmiede erzeugen die Tone (was an die Halbbriider Jubal und
Thubalkain erinnert, die alttestamentarischen ,Erfinder® der Musik)15 , und
der gekronte Maler (gekront auf Grund einer filschlichen Identifizierung mit
einem der Diadochenkdnige) schmiickt den Himmel — alles ohne systema-
tisch-mathematischen Hintergrund. Dieselbe betont praxisorientierte Ein-
stellung zeigt sich auch in den zahlreichen allegorischen Holzschnitten der
Margerita philosophica des Freiburger Kartdusermonches Gregor Reisch aus
dem friihen 16. Jahrhundert.

Eine ikonologische Betrachtung von Bildreihen oder von Einzelbildern
kann offenbar — was hier nur beispielhaft angedeutet ist — die wechselvolle,
zeitweise stagnierende Weitergabe mathematischer Kenntnisse durch die
Zeiten beschreiben. Sie kann aber vor allem — was hier nur unvollstindig
belegt ist — den didaktisch bedeutsamen Wandel der Vorstellungen deutlich
machen, die (in unserem Fall) mit dem Begriff ,mathematische Wissen-
schaft verbunden sind: Bilder vermogen die Idee darzustellen von dem, was
die Dinge sind.'® Deshalb charakterisiert der unbekannte Kiinstler aus dem
15. Jahrhundert fiir sich und die Betrachter seiner Werke Mathematik als
mathematica practica, und deshalb ordnet die Abtissin Herrad im 12. Jahr-
hundert in ihren Miniaturen die mathematischen Ficher einer philosophia
divina zu — beides nicht im Sinne einer strengen Einteilung in Klassen oder
Perioden oder als Stufen einer Entwicklung miBzuverstehen! Der Bilderzy-
klus des Thomasin dagegen zeigt, als ein seltenes Beispiel aus dem Mittel-
alter, die klassischen Ficher des quadrivium als Disziplinen, die es eben
nicht mit praktischer Tétigkeit oder religioser Frommigkeit zu tun haben,
sondern die — im Sinne von Boéthius und in der Nachfolge von Euklid — in
ihrer Gesamtheit eine ,spihende‘, argumentierende und forschende Wissen-
schaft bilden: eine mathematica speculativa.
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Anmerkungen
! Universititsbibliothek Heidelberg. Codex Palatinus Germanicus 389 (= Cpg.389), fol.138"
und 139".

2 Aristoteles. Topik A, 101a.

?  Staatsbibliothek Bamberg Msc. Class. 3, fol.9".

* Aristoteles. Metaphysik, Buch V Kap. 13 - 1020a.

Euklid. Sectio canonis Prop. VIII: Si ab intervallo sesquealtero intervallum sesquetertium
aufertur, quod relinquitur, sesqueoctavum est.

Platon. Politeia 531c und Platon. Timaios 80b.

7 Forschungsbibliothek Gotha. Memb. I 120. Vgl. Stolz (2004, 171).

8 Cpg.320, fol.67".

° Cpg.330, fol.67".

Bayerische Staatsbibliothek Miinchen. Cod.g.m. 571.

Vgl. mit einer Handschrift der Universititsbibliothek Erlangen. Cod. Ms. 7, fol.19".

Herrad von Landsberg. Hortus deliciarum .Ed. A. Straub, G. Keller. Faksimile-Ausgabe.
Straburg 1879/99.

Reicke, E. (1924, Nachdruck o.J.). Der Gelehrte in der deutschen Vergangenheit.

" Sir. 1,1 = Eccl. 1,1.

" 1. Mose 4,21u.22.

Der Ikonologie mathematischer Bilder gilt unser wissenschaftshistorisches und fachdidak-

tisches Interesse — wortiber wir in einer ausfiihrlicheren und umfassenderen Ausarbeitung
berichten wollen.
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Farbbild 1: Crazy Machines — Problem 39

Farbbild 2: Crazy Machines — Problem 17



258 Farbabbildungen Beitrag Bienia und Einig

Farbbild 3: SOMA Teile aus Steckwiirfeln

Farbbild 4: Sigeiibung
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Farbbild 5: Farbbild 6: Farbige SOMA Teile
Farbige SOMA Teile

Farbbild 7: Karteikarten von Rickmeyer

Farbbild 8: Farbbild 9: Ansichten eines SOMA Wiirfels
Figur aus SOMA Teilen



260 Farbabbildungen Beitrag Kaufmann

[:':Jh?‘wf,m?/, Aaih m/fm&Wm@ -frﬂ’s'ﬁ.n-.:awcféw.-
g o iy ,
25’-.-: W&{-@Mw@&j
YV ‘f@rlfam%
_jig Sog cod M9en fpeif

Farbbild 10: Schiilerlosung



Farbabbildungen Beitrag Benz 261

Das Poscolsche Dreieck

L Fille des Direleck weiter aus. %\ﬁf‘
r%m”& A Aofasy By

|. padll Eey I-"J,I'M h
, s
_r_ -."u._;' 3 h 4L : y Frveni g Wl
Ut I s § b
P A 2. NEE - )
—— fl plegl 817
Ry :5 B |3s|3sht | ¥ |1
[ HEAS=2 B |Wliss [#0]s5¢[at) g |1
14 8¢ s osfe ¢ 36] 3 [ 1

-ral‘f

en

1 ol T ol
At 4

e Lﬂﬂo]l.sﬂuuh:.nLg 5;| wel B
5‘1;_41'_1|J' N P R L = A xig
4 A 13 RE 3 [mghean 017 |1, D :’J:"
TV
Jos, 1 |1l o 1 2 - ef vt et A LR EOO B Sy
oK iy f (] *‘-l“-.‘l g _I,"'I"-

|II I| “-_1|| W '\.\_\_H‘
/ l) - d47-
\F o AL 154

s -y
IR 04
-:hc-"'ml.;r-..__ k. .?;J lir

Farbbild 11: Entdeckungen

Lo g %rﬁn st Sar \{'y
oy, mmer A4+92 =9 {
»+dz6  6+L=0

es macht Fmmer

Lt L PO

/ |
v i i,‘ e
\

wlenh Von 4

t.-'h. 's i
O\ :"‘---ws TN

Erhs e \'\'\{

'.
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Farbbild 13: Fermatpunkt
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Farbbild 14: Hingende Kette
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Farbbild 16: Drehkolbenmaschine
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Farbbild 21: Generierung des ,,Wankelmotorgehauses*
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Farbbild 22: Ein mithilfe von Bézierflichen Konstruiertes Automobil
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Farbbild 23: B-Spline-Basisfunktionen
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Farbbild 25: Nicht uniforme B-Splinekurve
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Farbbild 27: Quadrivium Farbbild 28: Quadrivium
(Heidelberg, Cpg. 320) (Heidelberg, Cpg. 330)
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Farbbild 29: Zahlenbild (Boéthius-Handschrift)

Farbbild 30: Quadrivium (Boéthius-Handschrift)
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Farbbild 31: Septem artes liberales (Herrad von Landsberg)
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seit 1968 Dozent, seit 1972 Professor fiir Mathematik und Didaktik der Mathematik an der
Piadagogischen Hochschule Heidelberg, seit 2003 im Ruhestand.

Forschungsschwerpunkte: Entwicklung von Konzeptionen fiir den Mathematikunterricht,
Lehrerfortbildung.

Fakultdt fiir Natur- und Gesellschaftswissenschaften — Mathematik
Pddagogische Hochschule Heidelberg

Im Neuenheimer Feld 561, 69120 Heidelberg

hofsaess @ph-heidelberg.de

Kaufmann, Sabine, Prof. Dr., Studium (Lehramt Grund- und Hauptschule) an der Pddagogi-
schen Hochschule Heidelberg, 1989-1999 Titigkeit im Schuldienst, 1998 Diplompriifung an
der Piadagogischen Hochschule Heidelberg, 1999-2002 Abgeordnete Lehrerin, 2002 Promoti-
on, beides an der Padagogischen Hochschule Ludwigsburg, seit 2002 Wissenschaftliche Assi-
stentin/Abgeordnete Lehrerin, seit 2008 Professorin fiir Mathematik und Didaktik der Mathe-
matik an der Pddagogischen Hochschule Heidelberg.

Forschungsschwerpunkte: Fritherkennung von und Forderung bei Rechenschwiche, Entwick-
lung des Zahlensinns bei Grundschiilerinnen und Grundschiilern.
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Fakultdt fiir Natur- und Gesellschaftswissenschaften — Mathematik
Pddagogische Hochschule Heidelberg
Im Neuenheimer Feld 561, 69120 Heidelberg

s.kaufmann @ph-heidelberg.de

Lorenz, Jens Holger, Prof. Dr., Studium (Mathematik und Physik, Pddagogik und Psycholo-
gie) in Frankfurt, Paris, Bielefeld und Mainz, 1970 Dipl. Math., 1980 Dr. phil. habil., 1982
Dipl. Psych., 1990 Approbation als Kinder- und Jugendpsychotherapeut, 1993 Professor an der
Piadagogischen Hochschule Ludwigsburg, seit 2002 Professor fiir Mathematik und Didaktik
der Mathematik an der Pddagogischen Hochschule Heidelberg.

Forschungsschwerpunkte: Kognitive Aspekte des Denkens und Lernens, Gestorte Lernprozes-
se (Dyskalkulie), Anschauung und Veranschauungsmittel.

Fakultdt fiir Natur- und Gesellschaftswissenschaften — Mathematik

Pddagogische Hochschule Heidelberg
Im Neuenheimer Feld 561, 69120 Heidelberg
jens.lorenz@t-online.de

Mauve, Reinhard, Prof. i.R. Dr., Studium (Mathematik und Sport) an der Universitdit Ham-
burg, Tétigkeit im Hoheren Schuldienst in Koln, Wissenschaftlicher Assistent, 1967 Promoti-
on, beides an der Universitit zu Koln, seit 1973 Dozent, seit 1976 Professor fiir Mathematik
und Didaktik der Mathematik an der Piddagogischen Hochschule Heidelberg, seit 2006 im
Ruhestand.

Forschungsschwerpunkte: Mathematik, Didaktik der Mathematik (Sekundarstufe I), Compu-
terverwendung in der Schule.

Fakultdt fiir Natur- und Gesellschaftswissenschaften — Mathematik und Informatik (IfD/I)
Pddagogische Hochschule Heidelberg

Im Neuenheimer Feld 561, 69120 Heidelberg

mauve @ph-heidelberg.de

Oldenburg, Reinhard, Prof. Dr., Studium (Mathematik und Physik), 1993 Diplompriifung,
beides an der Universitit Frankfurt, 1998 Promotion an der Universitidt Gottingen, 1998-2006
Titigkeit im Hoheren Schuldienst, 2006 Professor fiir Mathematik und Didaktik der Mathe-
matik an der Pddagogischen Hochschule Heidelberg, seit 2008 Professor fiir Gymnasialdidak-
tik der Mathematik und der Informatik an der Universitét Frankfurt.

Forschungsschwerpunkte: Computereinsatz im Mathematikunterricht, Realititsorientierter
Unterricht, Didaktik der Algebra.

Institut fiir Didaktik derMathematik

Johann Wolfgang Goethe-Universitdit Frankfurt
Senckenberganlage 9-11

60325 Frankfurt am Main

oldenburg @math.uni-frankfurt.de

Poelstra, Birte, Studium (Lehramt GHR) an der Universitit Dortmund, seit 2007 Wissen-
schaftliche Hilfskraft am Institut fiir Entwicklung und Erforschung des Mathematikunterrichts
(IEEM) an der Universitidt Dortmund.

Fachbereich Mathematik — IEEM

Universitdt Dortmund
Vogelpothsweg 87, 44221 Dortmund

Schonbeck, Charlotte, Dr., Studium (Physik, Mathematik und Astronomie) an den Universi-
tiaten Freiburg und Kiel, 1963 Promotion an der Universitit Kiel, 1964—-1967 Titigkeit im
Hoheren Schuldienst, 1972-1981 und nach 1994 Lehr- und Forschungsaufgaben zur Ge-
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schichte der Physik und der Technik an der Padagogischen Hochschule Heidelberg, 1981-
1995 Leiterin der Gesamtredaktion ,,Technik und Kultur* der Georg-Agricola-Gesellschaft.
Forschungsschwerpunkte: Geschichte der Physik und der Technik in der Renaissance, Ge-
schichte der Physik im 19. und 20. Jahrhundert (insbes. Zeit des Nationalsozialismus).
Fakultdt fiir Natur- und Gesellschaftswissenschaften

Pidagogische Hochschule Heidelberg

Im Neuenheimer Feld 561, 69120 Heidelberg

juergen.schoenbeck @urz.uni-heidelberg.de

Schonbeck, Jiirgen, Prof. i.R., Studium (Mathematik und Physik) an den Universititen Mar-
burg und Kiel, 1962-1969 Titigkeit im Hoheren Schuldienst, 1968-1970 Lehr- und For-
schungsaufgaben zur Geschichte und Didaktik der Mathematik an der Pddagogischen Hoch-
schule Flensburg, seit 1970 Professor fiir Mathematik und Didaktik der Mathematik an der
Padagogischen Hochschule Heidelberg, seit 2001 im Ruhestand.

Forschungsschwerpunkte: Geschichte und Grundlagen von Mathematik und Schulmathematik
(insbes. Geometrie), Didaktik der Mathematik (Sekundarstufe I), Wandlungen im Lehren und
Lernen von Mathematik.

Fakultdt fiir Natur- und Gesellschaftswissenschaften — Mathematik
Pidagogische Hochschule Heidelberg

Im Neuenheimer Feld 561, 69120 Heidelberg
juergen.schoenbeck @urz.uni-heidelberg.de

Selter, Christoph, Prof. Dr., Studium (Lehramt Primarstufe), Promotion, 1986-1987 Wissen-
schaftliche Hilfskraft, 1989-1996 Wissenschaftlicher Angestellter, alles an der Universitit
Dortmund, 1996-2005 Professor fiir Mathematik und Didaktik der Mathematik an der Pid-
agogischen Hochschule Heidelberg, seit 2005 Professor fiir Mathematikdidaktik am Institut fiir
Entwicklung und Erforschung des Mathematikunterrichts (IEEM) an der Universitit Dort-
mund.

Forschungsschwerpunkte: Erforschung der Rechenstrategien von Grundschiilerinnen und
Grundschiilern, Konzeptionen zur Leistungsfeststellung und -beurteilung im Mathematikunter-
richt, Lernumgebungen zum entdeckenden Lerrnen, zum produktiven Uben und zum flexiblen
Rechnen, ,Input orientierte' Aspekte der Steigerung der Unterrichtsqualitit (u.a. Lehreraus-
und -fortbildungsprogramme).

Fachbereich Mathematik — IEEM
Universitdt Dortmund
Vogelpothsweg 87, 44221 Dortmund

christoph.selter @ math.uni-dortmund.de

Struve, Horst, Prof. Dr., Studium (Mathematik, Physik und Wissenschaftstheorie) an der
Universitit zu Koln, 1979 Diplompriifung an der Universitit zu K6ln und Promotion an der
Universitét Kiel, 1988 Habilitation, 1992 bzw. 1993 Professor an der Pddagogischen Hoch-
schule Heidelberg bzw. an der Universitit Koblenz-Landau, seit 1996 Professor fiir Mathema-
tik und ihre Didaktik an der Universitit zu Koln.

Forschungsschwerpunkte: Entwicklung von mathematischen Theorien bei Schiilern und in der
Geschichte.

Seminar fiir Mathematik und ihre Didaktik
Universitdt zu Koln

Gronewaldstrafle 2, 50931 Koln

h.struve @uni-koeln.de

Ulm, Volker, Prof. Dr., Studium (Mathematik und Physik) und Promotion an der Universitit
Miinchen, 1997-2002 Gymnasiallehrer, 2001-2006 Mitarbeiter am Lehrstuhl fiir Mathematik
und ihre Didaktik an der Universitidt Bayreuth, 2004 Professurvertreter an der Pddagogischen
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Hochschule Heidelberg, 2006 Professurvertreter an den Pddagogischen Hochschulen Karlsru-
he, seit 2007 Inhaber des Lehrstuhls fiir Didaktik der Mathematik an der Universitit Augsburg.
Forschungsschwerpunkte: Grundfragen des Lehrens und Lernens von Mathematik, Neue
Medien im Mathematikunterricht (insbes. Dynamische Mathematik), Forderung mathematisch
Begabter, Konzeptionen von Lehrerfortbildung und von Initiativen zur systematischen Weiter-
entwicklung des Bildungswesens.

Lehrstuhl fiir Didaktik der Mathematik

Universitdt Augsburg

86135 Augsburg

ulm@math.uni-augsburg.de

Volkert, Klaus, Prof. Dr., Studium (Mathematik, Physik und Philosophie) an den Universita-
ten Heidelberg und Saarbriicken, Redakteur im Verlagswesen, Promotion, Akademischer Rat
an der Pidagogischen Hochschule Heidelberg, Habilitation, Professor an der Universitit
Frankfurt, derzeit Professor fiir Mathematik und ihre Didaktik an der Universitit zu Koln.

Forschungsschwerpunkte: Geschichte der Mathematik und ihres Unterrichts, Entwicklung des
mathematischen Denkens.

Seminar fiir Mathematik und ihre Didaktik
Universitdt zu Koln

Gronewaldstrafle 2, 50931 Koln
k.volkert@uni-koeln.de
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Band 42: Bernhard Petermann (Hrsg.)

Islam —Erbe und Herausforderung

(5. Heidelberger Dienstagsseminar)

Mit Beitrdgen von Bekir Alboga, Hayrettin Aydin, Sandra Costes, Mostafa Danesch, Nurhan
Deligezer, Suzanne El Takach, Nadeem Elyas, Margarete Jiger, Raif Georges Khoury, Al-
brecht Lohrbécher, Wolfgang Merkel, Samir Mourad, Peter Miiller, Hans-Bernhard Peter-
mann, Christoph Reuter, Karl Schneider, Willi Wolfing (f), Hans Zirker.

2004, 308 S.

Der Islam ist heute die in Deutschland nach dem Christentum zweitgrofite Religion, eine
kulturell bedeutende Kraft. Dennoch kennen wenige den Islam genauer, auch Lehrerinnen
und Lehrer nicht, die fast alle auch muslimische Kinder und Jugendliche in ihren Klassen
haben. Dieses Defizit fordert heraus: Welches sind die tragenden Séulen dieser gleichzeitig
nahen und fremden Religion, und welche Lebensformen haben Muslime entwickelt und ent-
wickeln sie, auch in Deutschland?

Band 43: Hans Peter Henecka / Frank Lipowsky

Vom Lehramtsstudium in den Beruf

Statuspassagen in paddagogische und auBerpddagogische Berufsfelder.

Ergebnisse einer repréisentativen PH-Absolventenbefragung in Baden-Wiirttemberg.

2004, 245 S.

Das Projekt ,,Wege in den Beruf* untersuchte in einer Lingsschnittstudie die beruflichen
Integrationsprozesse von Lehramtsabsolventen, die zwischen 1995 und 1997 ihr erstes Staats-
examen fiir die Lehrdmter an Grund-, Haupt- und Realschulen an den Pddagogischen Hoch-
schulen Baden-Wiirttembergs ablegten.

Die Studie zeigt dabei nicht nur die faktischen Einstellungschancen in den staatlichen und
privaten Schuldienst auf, sondern analysiert auch die Beschéftigungschancen von Lehramts-
absolventen in der freien Wirtschaft in Abhéngigkeit vom Studienort, dem studierten Lehr-
amt, dem Geschlecht und der individuellen Mobilitétsbereitschaft. Die zusétzliche Auswer-
tung und Analyse von qualitativen Tiefeninterviews mit Lehramtsabsolventen beleuchten
berufliche Statuspassagen zwischen ,,Zwangslaufigkeit” und ,,Eigenkonstruktion®.

Band 44: Jorg Thierfelder

Gelebte Verantwortung —Glauben und Lernen in der Geschichte

Studien zur kirchlichen Zeitgeschichte 11

Herausgegeben von Volker Herrmann und Hans-Georg Ulrichs

2004, 270 S.

Jorg Thierfelder schreibt in seinen Aufsitzen iiber das Leben in und mit der Kirche im »Drit-
ten Reich« und in der Zeit nach den Zweiten Weltkrieg. Unermiidlich hat er die groen und
kleinen Verhiltnisse erforscht, beschrieben und durch Ausstellungen bekannt gemacht. Per-
sonen und Ereignisse dieser Alltagsgeschichte treten so lebendig vor Augen, dass sie auch ins
Herz geschlossen werden, wo sie aller Erfahrung nach nicht nur innere Bewegung auslosen,
sondern auch wieder nach auflen dringen.

Band 45: Hans-Werner Huneke (Hrsg.)

Geschriebene Sprache

Strukturen, Erwerb, didaktische Modellbildungen

Mit Beitrdgen von Elin-Birgit Berndt, Elisabeth Birk, Clemens Gruber, Sonja Héffner, Hans-



Werner Huneke, Rubén Dario Hurtado V., Erika Margewitsch, Veronika Mattes, Martin Neef,
Thorsten Pohl, Christa Rober, Tobias Thelen.

2005, 228 S.

Beim Erwerb der geschriebenen Sprache kommt der eigenaktiven Aneignung eine besondere
Bedeutung zu. Schon Kinder, die Lesen und Schreiben lernen, gehen auf eine intensivierte
Suche nach Strukturen, nach Invarianzen auf dem fiir sie neuen Gegenstandsfeld der Schrift.
Sie konstruieren bei ihren Lese- und Schreibversuchen subjektives, zunéchst hypothetisches
Wissen tiber Funktion und Strukturmerkmale der geschriebenen Sprache und nutzen dieses
Wissen fiir ihre eigenen Strategien zur Problemldsung beim Lesen und Schreiben. Dabei lédsst
sich beobachten, dass die Erwerbsprozesse trotz individueller Varianz charakteristischen
Mustern folgen, oft unabhéngig von bestimmten Unterrichtsmethoden. Ausschlaggebend sind
vielmehr die Sachstruktur des Lerngegenstandes, also systematische Merkmale der geschrie-
bene Sprache, und die Charakteristika der sprachbezogenen Lernprozesse.

Von einer solchen erwerbsorientierten Perspektive gehen die Beitrige in diesem Sammelband
aus. Sie orientieren sich zumeist empirisch und fragen nach Strukturmerkmalen der geschrie-
benen Sprache, nach Erwerbsverldufen und nach Moglichkeiten einer aussichtsreichen didak-
tischen Modellbildung. Das thematische Spektrum reicht dabei von der Vorschulzeit liber den
Schriftspracherwerb auf der Primarstufe und die Sekundarstufe bis zum Schreiben im Studi-
um.

Band 46: Hans Peter Henecka, Heinz Janalik und Doris Schmidt (Hrsg.)

Jugendkulturen

(6. Heidelberger Dienstagsseminar)

Mit Beitrdgen von Alenka Barber-Kersovan, David Damberg, Hans-Werner Carlhoff, Klaus
Farin, Rolf Goppel, Sabrina Késtner, Karin Mann, Daniela Mauch, Patrizia Preissler, Jiirgen
Zinnecker

2005, 202 S.

Beobachtet man die gegenwirtigen Lebenswelten von Jugendlichen, dann ldsst sich eine
Vielzahl jugendkultureller Szenen und Milieus feststellen. Im Vergleich zu friiheren Jugend-
generationen sind ganz neue Kommunikations- und Handlungsfelder entstanden. Sie bieten
jungen Menschen weitaus differenziertere Options- und Gestaltungsmoglichkeiten. Die mei-
sten Jugendlichen nehmen diese kulturellen Impulse und szenischen Codes fiir unterschied-
lich lange Zeitrdume in Anspruch. Dabei nutzen sie die jeweils aktuellen Animationen und
Mikrokosmen mit hdufig rasch wechselnden Engagements und gelegentlich hoch selektiven
Praktiken.

Bildungsinstitutionen wie Schulen und Hochschulen, aber auch Jugend- und Sportverbinde
sind gut beraten, sich intensiv mit diesen neuen Sozialisationsfeldern zu beschiftigen: Sie
begleiten die etablierten Erziehungsprozesse wirkungsvoll und attraktiv und stehen nicht
selten in Konkurrenz zu ihnen.

Band 47: Rose Boenicke, Alexandra Hund, Thomas Rihm und Veronika Strittmatter-Haubold
(Hrsg.)

Innovativ Schule entwickeln

Kompetenzen, Praxis und Visionen

(7. Heidelberger Dienstagsseminar)

Mit Beitrdgen von Kurt Aurin, Klaus-Dieter Block, Rose Boenicke, Arno Combe, Hendrik
Dahlhaus, Wolfgang Edelstein, Uffe Elbaek, Gerhard Fatzer, Gerd-Ulrich Franz, Heidrun von
der Heide, Volker F. Herion, Jana Hornberger, Michael Kirschfink, Barbara Koch-Priewe,
Marlies Krainz-Diirr, Botho Priebe, Thomas Rihm, Undine Schmidt, Werner Schnatterbeck,
Ingrid Schneider, Marianne Teske, Andreas Werner, Traute Werner.

2006, 237 S.

Mit dem Titel Innovativ Schule entwickeln wird deutlich gemacht, dass unser Bildungswesen
in Bewegung geraten ist, Modernisierungen in Gang gekommen sind und dennoch weitere
Entwicklungsschritte dringend anstehen. Innovative Konzepte liegen dazu vor. Sie orientieren



sich an der Idee des Prozesses vom lebenslangen Lernen und weitergehend in der Perspektive,
die Beteiligten aktiv in die Konzepte und in die Realisation einzubeziehen. Welche Chance es
fiir die Schule und unser Bildungssystem gibt, wird in den Beitrigen dargelegt. Wichtig ist,
dass sowohl die Theorie als auch Beispiele aus der Praxis ihren Platz in diesem Band haben.
Im ersten Kapitel Kompetenzen fiir Menschen in unserer Gesellschaft geben die Autoren
Antworten auf die Frage, welche Fihigkeiten junge Menschen brauchen, um in der Welt von
heute und morgen bestehen zu kdnnen. Der zweite Abschnitt umfaflt Beitrige zur Professio-
nalitit und Professionalisierung im Lehrerberuf. Ein einziges Modell der Schulentwicklung
gibt es nicht, vielmehr bestehen ganz unterschiedliche Ansatzpunkte und Modelle der Schul-
entwicklung, wie sie im dritten Kapitel des Buchs beschrieben sind. In den Beitrdgen des
folgenden Kapitels werden notwendige Verdnderungsschritte und Weiterentwicklungen im
Bildungssystem auf unterschiedlichen Ebenen des schulischen Lebens angegangen. Im Kapi-
tel Visionen verfolgen die Autoren das Ziel, Schule derart zu konzipieren, dass sie angemes-
sene Antworten auf die Herausforderungen im Zeitalter der Bildungsglobalisierung geben
kann.

Band 48: Lissy Jikel, Susanne Rohrmann, Michael Schallies und Manuela Welzel (Hrsg.)
Der Wert der naturwissenschaftlichen Bildung

(8. Heidelberger Dienstagsseminar)

Mit Beitrigen von Susanne Bogeholz, Ernst Peter Fischer, Ulrich Gebhard, Peter Janich,
Lissy Jékel, Helmuth Kock, Anja Lembens, Kornelia Moller, Angela Risch, Susanne Rohr-
mann, Michael Schallies, Horst Schecker, Jiirgen Storrer, Manuela Welzel, Albert Zeyer.
2007, 231 S.

Der naturwissenschaftliche Unterricht ist im Aufbruch. In den Schulvergleichsstudien wurde
fiir diesen Bereich ein Leistungsproblem aufgedeckt. Aus anderen Studien wissen wir von
einem Identifikationsproblem: Schiilerinnen und Schiiler wihlen die Naturwissenschaften ab,
sobald man ihnen Gelegenheit dazu gibt. Griinde genug, Ursachenforschung zu betreiben, die
Frage zu stellen, welcher Stellenwert der naturwissenschaftlichen Bildung in unserer Gesell-
schaft beigemessen wird und nach Moglichkeiten zu suchen, die naturwissenschaftliche Bil-
dung zu stéirken.

Die Kultusministerkonferenz versucht mit der Einfiihrung von Bildungsstandards, Impulse fiir
eine Qualitdtsentwicklung im naturwissenschaftlichen Unterricht zu setzen.

Ausgewihlte Expertinnen und Experten aus dem Bereich der Aus- und Weiterbildung von
Lehrerinnen und Lehrern in den Naturwissenschaften gehen in diesem Band mit neuen Per-
spektiven und Erkenntnissen der skizzierten Problematik nach.

Band 49: Markus Geiger

Pfarrer Paul Schneider und seine Rezeptionsgeschichte

2007, 220 S.

Das Gedenken an Pfarrer Paul Schneider (1897-1939) verlief im Nachkriegsdeutschland in
unterschiedlichen Formen und Intensionen. Das personliche, staatliche und kirchliche Erin-
nern an den ,.Prediger von Buchenwald®, der im KZ Buchenwald ermordet wurde, zeigt
dieses Buch. Einen Schwerpunkt setzt der Autor auf den Vergleich der Rezeptionsgeschichte
Paul Schneiders in der ehemaligen DDR und in der Bundesrepublik. Der zweite Teil der
Arbeit behandelt unter anderem Paul Schneider in der Literatur und in der wissenschaftlichen
Diskussion, das , Entdecken* von Paul Schneider in der katholischen Kirche, eine Betrach-
tung iiber Martin Sommer , den ,,Henker von Buchenwald* und eine Wiirdigung von Marga-
rete Schneider (1904-2002), der Frau von Paul Schneider.



Band 50: Michael Schallies und Jiirgen Dumke

Lebenslanges Lernen

Ein Forschungs- und Entwicklungsprojekt zur Stirkung von Eigenverantwortung und Selbst-
steuerung im Rahmen schulischen Lernens

2007, 187 S.

Die Notwendigkeit Lebenslangen Lernens betrifft jeden Einzelnen in einer sich stéindig ver-
dndernden Gesellschaft. In einem weit hoheren Mal} als bisher werden Urteilsvermdgen und
Kritikfahigkeit, Flexibilitdt und Eigeninitiative zur Bewiltigung der Anforderungen in der
Lebens- und Arbeitswelt erforderlich. Es ist klar, dass die Lehr- und Lernmethoden in den
allgemein bildenden Schulen sich gegeniiber einem ,,Vorarbeitermodell des Unterrichtens*
erheblich und grundlegend &ndern miissen.

In einem von der Bund-Linder-Kommission fiir Bildungsplanung und Forschungsforderung
geforderten Projekt wurden in konkreten Projektarbeiten an Schulen folgende Fragestellungen
in einem Forschungs- und Entwicklungsprojekt untersucht:

e Wie kann die Eigenverantwortung der Lernenden fiir ihren eigenen Lernprozess und die
Selbststeuerung des Lernens gestidrkt werden?
e Welche neu entwickelten Lehr- und Lernarrangements sind dieser Zielsetzung forderlich?

Von besonderer Bedeutung in diesem Zusammenhang war das Lehr-Lern-Instrument ,,Port-
folio“. Es hat sich als besonders geeignet erwiesen, die Veridnderungsprozesse in den Schulen
einzuleiten, zu unterstiitzen und gleichzeitig Einblicke in die individuellen Voraussetzungen
fiir Selbststeuerung des Lernens und deren Verdnderung durch konkrete Projektarbeiten zu
untersuchen.

Band 51: Jiirgen Schonbeck (Hrsg.)

Mosaiksteine moderner Schulmathematik

Werner Ast zum 65. Geburtstag

Mit Beitrdgen von Albrecht Abele, Christiane Benz, Daniel Bienia, Andrea Einig, Andreas
Filler, Michael Gieding, Bernd Hafenbrak, Gerhard Hofsédl3, Sabine Kaufmann, Jens Holger
Lorenz, Reinhard Mauve, Reinhard Oldenburg, Birte Poelstra, Charlotte Schonbeck, Jiirgen
Schonbeck, Christoph Selter, Horst Struve, Volker Ulm, Klaus Volkert.

2008, 277 S.

Fast unbemerkt von der Offentlichkeit findet seit einigen Jahren in der Mathematikdidaktik
ein Paradigmenwandel statt, der auf allen Stufen des Mathematikunterrichts bisher unbe-
kannte Perspektiven eroffnet. Er zeigt sich in der methodischen Neugestaltung traditioneller
Inhalte und in der Aufnahme innovativer Unterrichtsgegenstinde in das Curriculum — ver-
bunden mit einer deutlichen Hinwendung zu groflerer Selbsttéitigkeit der Schiiler und der
Entwicklung schiilergemifer Problemlosestrategien. Er wird offenkundig an einem verstérk-
ten Einsatz neuer technischer Medien und an fachiibergreifenden und fdcherverbindenden
Fragestellungen. Er benutzt vielfiltige und neuartige Methoden der Lernerfolgskontrolle und
der Leistungsmessung — und er besinnt sich auf die historische Entwicklung von Mathematik
und auf ihren kulturgeschichtlichen Einfluss.

In diesem Band stellen 19 Autorinnen und Autoren unterschiedliche mathematikdidaktische
Entwiirfe vor, die solche fiir den Unterricht relevante Verdnderungen beschreiben. Die aus-
gewihlten Themen aus Arithmetik und Algebra, Geometrie und Analysis, Informatik und
Geschichte werden dabei um die Schliisselworte kindgemdifser Anfangsunterricht — problem-
orientierte Elementarmathematik — computergestiitzte Anwendungen — historische Wandlun-
gen gruppiert; sie fiigen sich in dieser Breite ein in ein buntes Mosaik moderner Schulma-
thematik.
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